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Notations 



[q] la partie entière de q 
N=^ 

|l,nf={l,2,---,n} 

Sn la sphère unité de dimension n 

Sn{r) la sphère de rayon r 

Qcan la métrique canonique sur 

£ la métrique euclidienne 

do" l'élément de volume associé à {Sn-iigcan) 

dUr l'élément de volume de S'„_i(r) 

vol{M) volume de la variété M 

LVn volume de la sphère Sn 

Ag le Laplacien de la métrique g 

As le Laplacien de la métrique euclidienne S 

\f3\ = k si pE 

K{n,2)'^ = \n{n-2)LoT' 
Vi = Va- la dérivée covariante 

Rg la courbure scalaire associée à g 

Lg — Ag-\- 4(""Ji-) Rg le Laplacien conforme 

Gp fonction de Green en P. 

T{M) l'espace tangent de M 

T*M l'espace cotangent de M 

r(M) l'espace des champs de vecteurs C°° 

U'{M) espace de Lebesgue sur M 

HP {M) Espace de Sobolev 

H^q{M) Espace de Sobolev G— invariant 

Hi{M) = Hf{M), H^,g{M) = HIg{M) 

Il ■ llp norme sur 

Il • \\hi norme sur Hi 

(■) ')g,L'^ = (■) Ol^ produit scalaire sur avec la métrique 

(■) ')g,Hi = i'i ')hi produit scalaire sur Hi avec la métrique 

fj,{g) = fiN{g) l'invariant conforme de Yamabe 

l^cig) = lJ'N,G{g) l'invariant G— conforme de Yamabe 

E{ip) énergie de </? 

Ig La fonctionnelle de Yamabe 

/(M, g) le groupe d'isométries de (M, g) 

C{M,g) le groupe conforme de {M, g) 

G sous groupe de /(M, g) 
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Introduction 



Le travail présenté dans cette thèse est séparé en deux parties. La première partie est 
consacrée à l'étude d'un certain type d'équations aux dérivées partielles non linéaires sur 
une variété compacte. Ensuite, on donne une signification géométrique de ces équations. 
La particularité ici est que l'un des coefficients de ces équations n'a pas la régularité 
habituellement supposée, ce qui permettra d'obtenir un "théorème de Yamabe" avec sin- 
gularités. La seconde partie est consacrée à l'étude d'une conjecture de Hebey-Vaugon 
dans le cadre du problème de Yamabe équivariant. 



Première partie 

On considère une variété riemannienne (M, g) compacte de dimension n > 3. On note Rg 
la courbure scalaire de g. Le problème de Yamabe est le suivant : 

Problême 0.1. Existe-t-il une métrique conforme à g de courbure scalaire constante ? 

4 

On pose g = ip^-'^g, où (f est une fonction strictement positive, g est une solution du 
problème de Yamabe si et seulement si est solution de l'équation suivante : 

^^^^Agip + Rgif = Rgip^^ (1) 

où Ag — — V*Vi est le Laplacien de g et Rg est une constante qui joue le rôle de la 
courbure scalaire de g. T. Aubin a ramené la résolution de ce problème à la résolution de 
la conjecture suivante : 

Conjecture 0.1 (T. Aubin [?]). Si {M, g) est une variété riemannienne compacte C°° 
de dimension n>3 et non conformément difféomorphe à {Sn,gcan) alors 



) 9can ) (2) 
où t,{M,g) = inf^ ' ^ ' , e H,iM) - {0} . 



2n 

71-2 
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Il est bien connu que /i(S'„, gcan) = \n{n—2)ujn^- Les travaux de T. Aubin [?], R. Schoen [?] 
et H. Yamabe [?] ont montré que cette conjecture est toujours vraie, et le problème de 
Yamabe admet toujours des solutions. En d'autres termes, dans chaque classe conforme 
[g], on peut toujours trouver une métrique à courbure scalaire constante. 

On note par I{M,g) et C{M,g) le groupe d'isométries et le groupe conforme de {M, g) 
respectivement. Soit G un sous groupe de I{M,g). E. Hebey et M. Vaugon [?] ont étudié 
le problème de Yamabe équivariant, qui généralise le problème de Yamabe, et que l'on 
peut exprimer de la manière suivante : 



Problême 0.2. Existe-t-il une métrique go, G— invariante qui minimise la fonctionnelle 

J{9') 



iÏMdvig'))^ 

où g' appartient à la classe G— conforme de g : 

[gf:={~g = efg/feC^iM),a*g=~g Va G G} 

E. Hebey et M. Vaugon ont montré que ce problème à toujours des solutions, ce qui a 
pour première conséquence l'existence d'une métrique g^, G— invariante et conforme à g, 
telle que la courbure scalaire de go est constante. La deuxième conséquence est que la 
conjecture suivante est démontrée. 

Conjecture 0.2 (Lichnerowicz [?]). Pour toute variété riemannienne {M, g), compacte 
C°° , de dimension n et qui n'est pas conformément difféomorphe à {Sn,gcan), H existe une 
métrique g conforme à g de courbure scalaire Rg constante et pour laquelle I{M, g) = 
G {M, g). 

Le travail présenté dans la première partie de la thèse est l'étude du problème de Ya- 
mabe [UII] (sans et avec la présence de symétries), lorsque la métrique g n'est pas néces- 
sairement G°°. On suppose que la métrique g est dans iïf , où p > n, l'espace de Sobolev 
des métriques dont on donnera la définition plus loin. Grâce aux inclusions de Sobolev 
H2 C C^'^ (l'espace de Hôlder d'exposant /3 g]0, les métriques sont donc de classe 
C^'^. Les tenseurs de courbures de Riemann, de Ricci et la courbure scalaire sont dans 
LP. Plus précisément, si on suppose que g satisfait l'hypothèse suivante : 

Hypothèse (H) : g est une métrique dans l'espace de Sobolev H^^M.T* M ®T* M) avec 
p > n. Il existe un point Pq E M et ô > tels que g est G°° sur la boule Bp^{5). 

Alors le problème que l'on résout est le suivant : 

Problême 0.3. Soit g une métrique qui satisfait l'hypothèse (H). Existe-t-il une métrique 
g conforme à g pour laquelle la courbure scalaire Rg est constante (même aux points où 
Rg n'est pas régulière) ? 
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Avant de résoudre ce problème, on commence par étudier plus généralement les équations 
suivantes : 

Ag(p + h(p = h^p^ (3) 

où h est une fonction qui est supposée seulement être dans L^^M) (c'est là l'originalité de 
cette étude) et /i G M. La métrique g est supposée C°° (la supposer donnerait les même 
résultats, ce n'est pas un point important). On appellera ces équations les équations de 
type Yamabe. Comme ces équations sont non linéaires et que h est dans L^, les théorèmes 
de régularité standard ne s'appliquent pas directement. On établit le résultat suivant 
(adaptation d'un théorème de N. Trudinger [?] au cas où h n'est que dans L^) 

Théorème 0.1. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte C°° de dimension n> 3, 
peth sont deux nombres réels, avecp > n/2. Si(p G Hi{M) est une solution faible positive 
non triviale de l 'équation\E alors ip E iff(M) C C^^^'^^^'^'^{M) etip est strictement positive. 

La régularité donnée par ce théorème est optimale. 

En ce qui concerne l'existence des solutions, on démontre que la fonctionnelle Jg, définie 
pour tout ip e Hi{M) - {0} par 

n-2 

atteint son minimum //(f?), si ^{g) < \n{n — 2)ujn^ (où u;„ est le volume de la sphère 
standard Sn)- On obtient alors le résultat suivant : 

Théorème 0.2. Soit {M, g) une variété riemannienne compacte C°° de dimension n>3 
et p > n/2. Si 

M < \nin - 2)u?l- 

alors l'équation ([3]) admet une solution strictement positive G i/fl^) *^ C^~f"/^1''^(M), 
qui minimise la fonctionnelle Ig, où (3 g]0, 1[. 

Si h est G— invariante, on définit 

^^^^^ ^gHi,G(A/)-{0} ^^^^ 

où Hi^g{M) est l'espace des fonctions dans ifi(M), G— invariantes. On note par OciQ) 
l'orbite du point Q G M. On obtient le résultat suivant : 

Théorème 0.3. Si < i^cid) < \n{n — 2)ci;n'^"'(infQçM cardOG(<5))^^"' alors l'équation 
([3]) admet une solution Lp G H2q{M) C C^~^'^/p^''^ (M) strictement positive, G— invariante 
et minimisante pour la fonctionnelle Ig. 
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Ce théorème se démontre en utilisant la méthode variationnelle (comme dans les cas clas- 
siques où h est très régulière), les inclusions de Sobolev en présence de symétries, trouvées 
par E. Hebey et M. Vaugon [?] et l'inégalité de la meilleure constante en présence symé- 
tries calculée par Z. Faget [?]. 

Dans le chapitre [Hl on étudie l'équation (JSj) lorsque h = Rg et g est une métrique qui 
satisfait l'hypothèse {H). Ce cas a une signification géométrique, il permet de résoudre 
le problème 10.31 (le problème de Yamabe avec singularités). La courbure scalaire Rg est 
dans LP{M) et l'équation ([3]) devient l'équation de Yamabe D'après le théorème 10.21 
la résolution du problème 10.31 est ramenée à la preuve de l'inégalité ^{g) < \n{n — 

2)ujn^ (cette inégalité a déjà été démontrée lorsque g est C°°). Dans le cas où g satisfait 
l'hypothèse (if), on commence par démontrer certaines propriétés (connues dans le cas 
C°°) : l'invariance conforme de iJ.{g), l'invariance conforme faible du Laplacien conforme 
Lg = + -^^Rg ct l'cxistence de la fonction de Green pour cet opérateur. Ensuite, on 
démontre le résultat suivant : 

Théorème 0.4. Soit M une variété compacte C°° de dimension n, g une métrique rie- 
mannienne qui satisfait l'hypothèse (H). Si {M, g) n'est pas conformément difféomorphe 
à la sphère {Sn,gcan) alors ^{g) < \n{n — 2)ujn'^ ■ 

Lorsque la métrique g est C°°, ce théorème a résolu la conjecture 10. 1[ Les arguments utilisés 
pour le démontrer dans ce cas sont encore valables lorsque g satisfait l'hypothèse (H). En 
effet, il suffit de construire une certaine fonction test (p qui vérifie Ig{^) < |n(n — 2)uJn"'- 
Les fonctions test construites par T. Aubin [?] et R. Schoen [?], sont encore utilisables 
dans ce cas singulier. 

Dans le cas équivariant (en présence de symétries), le résultat obtenu est le suivant : 

Théorème 0.5. Soit M une variété compacte C°° de dimension n > 3. g une métrique 
riemannienne qui appartient à H2{M,T*M ® T*M) avec p > n/2. Si 

f,G{9) < \n{n - 2pl/-{inî^c^TdOG{Q)r^'' (4) 

alors l'équation ^ admet une solution strictement positive (p G H2 q{M) C C^^t"/^''^(M) 
G— invariante. 

Les résultats sur l'unicité des solutions de l'équation de Yamabe ([I]), connus lorsque la 
métrique est C°°, restent valables dans le cas singulier. On obtient le résultat suivant : 

Théorème 0.6. Soit g une métrique dans H2{M,T*M ^T*M), avec p > n. Si fi{g) < 
alors les solutions de l'équation ([T]) sont uniques à une constante multiplicative près. 

Dans cette première partie, on a montré que la majorité des résultats connus sur le pro- 
blème de Yamabe et certains dans le cas équivariant, lorsque la métrique est C°°, restent 
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vrais lorsque la métrique satisfait l'hypothèse (H), définie ci-dessus. Une question naturelle 
que l'on peut se poser est de savoir s'il est possible de supprimer certaines conditions dans 
l'hypothèse (H). Par exemple, peut on considérer des métriques dans i^f, sans qu'elles 
soit C°° dans une boule? La réponse semble difficile et le sujet ne sera pas abordé dans 
cette thèse (mais sera traité ultérieurement). 



Deuxième partie 

La deuxième partie de cette thèse est indépendante de la première (elles sont mathéma- 
tiquement liées, mais aucun résultat de la première partie n'est utilisé dans la seconde 
partie). 

On suppose que {M, g) est une variété riemannienne compacte C°° de dimension n > 3. 
Le but principal des deux chapitres de cette partie est d'étudier la conjecture de Hebey- 
Vaugon qui s'énonce comme suit : 

Conjecture 0.3 (E. Hebey et M. Vaugon [?]). Soit G un sous groupe d'isométries de 
I{M,g). Si {M, g) n'est pas conformément dijféomorphe à {Sn,gcan) ou bien si G n'a pas 
de point fixe, alors l'inégalité stricte suivante a toujours lieu 

inf Jig') < n{n - l)^^/"( inf cardOG(g))^/" (5) 

g'e[g]G Q€M 

Cette conjecture généralise la conjecture de T. Aubin [U?T] puisque : 

Tl — 1 

(si G = {id} les deux conjectures sont identiques). 

On note par Wg le tenseur de Weyl associé à g. Pour tout P G M, on définit uj{P) par 



UJ 



(P) = inf{|/5| e N/\\V^Wg{P)\\ ^ 0}, uj{P) = +00 si V/3 WV^Wg^P^ = 



oii P est un multi-indice de longueur |/?|. 

Pour prouver la conjecture, on doit construire une fonction test G— invariante telle que 

J,(0) < n{n - l)ul/-{mf caTdOGiQ)^'^ 

Toute la difficulté est dans la construction d'une telle fonction. Dans certains cas, on peut 
utiliser les fonctions test introduites par T. Aubin [?] et R. Schoen [?] pour démontrer 
la conjecture 10. Il De nombreux cas ont été traités ainsi par E. Hebey et M. Vaugon [?], 
par contre le cas numéro 3 présenté dans le théorème suivant utilise des fonctions test qui 
sont différentes de celles de T. Aubin et R. Schoen. 
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Théorème 0.7 (E. Hebey et M. Vaugon). Soit {M, g) une variété riemannienne compacte 
de dimension n et G un sous groupe d'isométries du groupe I{M,g). On a toujours : 

inf J{g') < n{n - l)ul/-{mf c^rdOciQ)?^'' 

g'£[g]G QeM 

et r inégalité stricte ([5|) est au moins vérifiée dans chacun des cas suivants : 

1. G opère librement sur M 

2. 3 < diniM < 11 

3. Il existe un point P d' orbite minimale (finie) sous G pour lequel soit uj{P) > {n — 
6)/2, soitLu{P) G {0,1,2}. 

Les cas restant pour démontrer complètement la conjecture sont les cas où n > 12 et 
u G |3, [{n — 6)/2]]. Dans le chapitre O on démontre les résultats suivants : 

Théorème 0.8. La conjecture \0.3\ est vraie s'il existe un point P d'orbite minimale (finie) 
pour lequel uj{P) < 15 ou si le degré de la partie principale de Rg, au voisinage de P est 
plus grand ou égal à uj{P) + 1. 

Corollaire 0.1. La conjecture \0.3\ est vraie si M est de dimension n G [3,37]. 

Ce théorème se démontre en effectuant des calculs longs et délicats (introduits par T. Au- 
bin [?]). Les fonctions test ips choisies sont définies comme suit : pour un point P quel- 
conque de M, on pose pour tout Q E M 



(^,(Q) = (l-r-+V(OK(Q) (6) 

n-2 

£ \ ^ / e 



avec..(g) = U^^J "l^^J sigG5p(5) 

si g G M - Bp{ô) 

où r = d{Q,P) est la distance entre P et Q. (r, ^■') sont les coordonnées géodésiques de 
g au voisinage de P et Bp{5) est une boule géodésique de centre P, de rayon 5, fixé suf- 
fisamment petit. / est une fonction qui dépend seulement de ^ et telle que L fda = 0. 
C'est la précision sur le choix de cette fonction / qui va permettre d'obtenir les résultats 
énoncés dans cette deuxième partie. 

On obtient d'abord le théorème suivant : 

Théorème 0.9. Soit {M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n. Pour 
tout P E M tel que uj{P) < {n — Q)/2, il existe f G C°° (Sn-i) , d'intégrale nulle, telle que 



n{n — 2) 



2/n 
n-1 
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(Ce résultat généralise donc le théorème de T. Aubin [?], qui correspond à eu = et qui 
démontre la conjecture 10.11 dans certains cas). La fonction / de ce théorème est définie 
par 

k=l 

OÙ ipk sont des fonctions propres du Laplacien sphérique de la sphère 5^-1, l'k sont les 
valeurs propres associées et g G |1, [f]l, les constantes sont données explicitement. Si / 
était G— invariante, on pouvait construire, à l'aide des (pk, des fonctions test G— invariantes 
qui permettraient de démontrer la conjecture 10.31 dans tous les cas. Malheureusement, / 
n'est G— invariante que pour un choix particulier des c^, et ce choix particulier ne permet 
de montrer la conjecture que dans les cas énoncés dans le théorème 10.81 
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Introduction (English version) 



In the first part of this thesis, we study a certain kind of nonlinear partial differential 
équations on compact manifolds. Solutions of thèse PDEs have a géométrie meaning. The 
particularity here is that one of the coefficients of this équations doesn't have the usual 
regularity, which allow us to obtain a Yamabe theorem with singularities. 
The Second part is dedicated to the study of Hebey-Vaugon conjecture. 

First part 

Consider (M, g) a compact Riemannian manifold of dimension n > 3. Dénote by Rg the 
scalar curvature of g. The Yamabe problem is the following : 

Problem 0.1. Does there exists a constant scalar curvature metric conformai to g ? 

4 

Let g = (p"-^ g he a. conformai metric, where <^ is a smooth positive function. ^ is a solution 
of the Yamabe problem if and only if ip satisfies the following équation : 

where = — V^Vj is the Laplacian of g and Rg is a constant which plays the rôle of 
the scalar curvature of g. T. Aubin showed that it is sufîicient to prove the following 
conjecture : 

Conjecture 0.1 (T. Aubin [?]). For every smooth compact Riemannian manifold (M, g) 
of dimension n>3, non conformai to {Sn,gcan), 

) 9can ) (9) 
where fi{M,g) = inî^^ ^^^^j^""'^ , ^ G H,{M) - {0}| 

It is known that n{Sn-,gcan) = \'n{n — 2)ujn^ ■ The works of T. Aubin [?], R. Schoen [?] 
and H. Yamabe [?] showed that this conjecture is always true, and the Yamabe problem 
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has a solution. Namely, in each conformai class [g], there exists a constant scalar curva- 
ture metric. 

Dénote by /(M, g) and C(M, g) the isometry group and the conformai group respectively. 
Let G be a subgroup of I{M,g). E. Hebey and M. Vaugon [?] studied the equivariant 
Yamabe problem, which generalizes the Yamabe problem, and which can be formulated 
in the following way : 



Problem 0.2. Is there some G— invariant metric go which minimizes the functional 

J{9') 



{U,dv{g'))^ 

where g' belongs to the G— conformai class of g : 

[gf ■.= {~g = efg/f eC^{M), a*ç,= ~g Va G G} 

E. Hebey and M. Vaugon proved that this problem has always solutions. The positive 
answer would have two conséquences. The first is that there exists a J(M, (yf)— invariant 
metric 5^0 conformai to g such that the scalar curvature Rg^ is constant. The second is 
that the following conjecture is true. 



Lichnerowicz conjecture For every compact Riemannian manifold (M, g) which is 
not conformai to the unit sphère Sn endowed with its standard metric, there exists a me- 
tric g conformai to g for which I{M, g) = G {M, g), and the scalar curvature Rg is constant. 

In this part, we study the Yamabe problem lO.il (without and in présence of the isometry 
group), when the metric g is not necessarily smooth. We suppose that the metric is in the 
Sobolev space iff, where p > n. Riemann curvature tensor, Ricci tensor and the scalar 
curvature are in L^. More precisely, we make the following assumption on g : 

Assumption (H) : g is a metric which belongs to the Sobolev space Hl^i^M ^T* M ®T* M) 
withp > n. There exists a point Pq G M and 5 > such that g is smooth in the bail Bp^{ô) . 

The problem that we solve is the following : 

Problem 0.3. Let g be a metric satisfying the assumption (H). Does there exists a 
constant scalar curvature metric g conformai to g ? 

Before solving this problem, we start by studying thèse équations : 

Agip + hip = hip^ (10) 

where h is a function in U'{M) (which makes this work original) and G M. The metric 
g is assumed to be smooth. The smoothness of g is not an important point. Indeed, 
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if g is C^, we will obtain the same results. This kind of équations are called "Yamabe 
type équations". We can not apply for thèse équations the standard regularity theorems 
because of the nonUnearity and the fact that h G L^i^M). Thus, we estabhsh the following 
resuit (it is an adaptation of Trudinger's theorem when h is more regular). 

Theorem 0.1. Let (M, g) be a smooth compact Riemannian manifold of dimension n> 3, 
p and h are two réel numbers such that p > n/2. If if G Hi{M) is nontrivial, nonnegative, 
weak solution of (fTÔl) . then is positive and belongs to Hl{M) C C^"["/^]'^(M). 

For the existence of solutions of (fTÔl) . we prove that the functional Ig, defined for ail 
^ G Hi{M) - {0} by 

n-2 

has a minimum jjL{g) if jjL^g) < jn{n — 2)uJn^"' (where uin is the volume of the unit sphère 
Sn). Therefore, we obtain the following : 

Theorem 0.2. Let (M, g) be a smooth compact Riemannian manifold of dimension n> 3 
and p > n/2. If 

f,{g) < ^n{n - 2)^^/n 

then équation (fTÔl) admits a positive solution Lp G iff (M) C C^^^"'^'p'^'^{M), which mini- 
mizes the functional Ig, where (3 G (0, 1). 

If h is G— invariant, we define 

where Hi^q{M) is the space of G— invariant functions in Hi{M). We dénote by Og{Q) 
the orbit of Q G M. Then, 

Theorem 0.3. 7/0 < ndg) < jn{n - 2)cj^/"(infQeM cardOG(Q))^/" then équation (fTÔl) 
admits a positive G—invariant solution (p G H^aiM) C C^~^"/^^''^(M), which minimizes 
the functional Ig. 

We prove this theorem by using the variational method (known in the classical case when 
h is smooth), Sobolev embedding in the présence of symmetries, proven by E. Hebey and 
M. Vaugon [?] and the best constant inequality, computed by Z. Faget [?]. 

In chapterlHl we consider the particular case when h = Rg and the metric g satisfies 
the assumption (H). This case has a géométrie meaning. It allows us to solve the problem 
10.31 (Yamabe problem with singularities). The scalar curvature Rg is in Ui^M) and équa- 
tion ( ITÔll becomes the Yamabe équation ([8]). Using theorem 10.21 to solve problem 10.31 it is 
sufficient to prove the inequality ^{g) < \n{n — 2)ujn "' (this inequality has been proven 
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when g is smooth). When g satisfies the assumption (H), we establish some properties 
(known in the smooth case) : conformai invariance of iJ^{g), weak conformai invariance of 
the conformai Laplacian Lg = Ag + Rg and the existence of the Green function for 
this operator. We show afterwards the following theorem : 

Theorem 0.4. Let M be a smooth compact manifold of dimension n > 3 and g be a 
Riemannian metric satisfying the assumption (H). If {M, g) is not conformai to (S'„, gcan), 
then fi{g) < ^n{n — 2)uJn"' ■ 

When the metric g is smooth, this theorem solves the conjecture lO.li The arguments 
used to prove it are still valid when the metric g satisfies the assumption {H). In fact, 
it is sufficient to construct a test function ip which satisfies Ig{f) < jn{n — 2)a;n/". Test 
functions, constructed by T. Aubin [?] and R. Schoen [?], are still useful in the singular 
case. 

In the equivariant case (in the présence of the isometry group), the resuit obtained is the 
following : 

Theorem 0.5. Let M be a smooth compact manifold of dimension n > 3 and g G 
H^{M,T*M (g) T*M) be a Riemannian metric with p > n/2. If 

1^g{9) < \n{n - 2)^^^/"( mf^cardOG(g))^/" (11) 

then équation (JH]) has a positive G— invariant solution G H^q^M) C C^^t"/^1'^(M). 

The known resuit about uniqueness of solutions of the Yamabe équation (JH)) , for smooth 
metrics, is valid in the singular case. Therefore, we have the following resuit : 

Theorem 0.6. Let g be a metric in H^{M,T*M (g>T*M), with p > n. If fi{g) < then 
the solutions of (ED are proportional. 

In this part, we showed that almost ail of the results and properties known about the 
Yamabe problem, and some properties in the equivariant case, holds in the singular case 
(when the metric satisfies the assumption (H) defined above). A question that naturally 
arises is the possibility of deleting some conditions in the assumption (H). For example, 
can we consider metrics in iff without the smoothness condition in a bail? The answer 
seems difficult and this question will not be treated in this thesis. 

Second part 

The second part is independent from the first (they are mathematically linked, but the 
results of the first part are not used in the second). 

Suppose that {M, g) is a smooth compact Riemannian manifold of dimension n > 3. The 
principal goal of the two last chapters of this part is to study Hebey-Vaugon conjecture 
that can be stated in the following way : 



INTRODUCTION 



17 



Conjecture 0.2 (E. Hebey and M. Vaugon [?])• Let G be a subgroup ofI{M,g). If {M, g) 
is not conformai to {Sn,gcan) or if the action of G has no fixed point, then the following 
inequality holds 

mf J{g') < n{n - l)c.^/"( inf cardOG(g))^/" (12) 

This conjecture generalizes naturally T. Aubin's conjecture 10. 1[ In fact 

n — 1 

(if G = {id} then the two conjectures are the same). 

Dénote by Wg the Weyl tensor associated to g. For ail P G M, we define uj{P) by 
u{P) = mf{|/?| G n/\\V^Wg{P)\\ ^ 0}, u{P) = +00 if V/3 \\V''Wg{P)\\ = 
To prove the conjecture, we need to construct a G— invariant test function such that 

/,(0) < n(n - l)u'J-{mï^c^i<10G{Q)f''' 

Thus, ail of the difficulties are in the construction of a such function. For some cases, we 
can use the test functions constructed by T. Aubin [?] and R. Schoen [?] to prove the 
conjecture 10. 1[ They have been already proven by E. Hebey and M. Vaugon [?]. But the 
item [31 presented in the following theorem, uses test functions différent than T. Aubin 
and R. Schoen ones. 

Theorem 0.7 (E. Hebey and M. Vaugon). Let {M, g) be a smooth compact Riemannian 
manifold of dimension n > 3 and G be a subgroup of I{M,g). We always have : 

inf J{g') < n{n - l).;^/"( inf cardOG(Q))^/" 

and inequality (fT2l) holds if one of the following items is satisfied. 

1. The action of G on M is free 

2. 3 < diniM < 11 

3. There exists a point P with minimal orbit (finite) underG such thatuj{P) > (n— 6)/2 
oruj{P) G {0,1,2}. 

The remaining case of the conjecture, is the case when n > 12 and lu G |3, [(n — 6)/2]]. 
In chapter [5], we prove the following resuit : 

Theorem 0.8. The conjecture 1 0. g| holds if there exists a point P G M with minimal orbit 
(finite) for which uj{P) < 15 or if the degree of the leading part of Rg is greater or equal 
to oli{P) + 1, in the neighborhood of this point P. 
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Corollary 0.1. The conjecture \0.2\ holds for every smooth compact Riemannian manifold 
(M, g) of dimension n G [3, 37]. 

We prove this theorem using long and subtle computations (introduced by T. Aubin [?]). 
We use the test function <^e, defined in the following way : for an arbitrary fixed point P 
in M, for any Q e M 



y.,(Q) = (l-r-+V(OK(Q) (13) 

{ n— 2 n-2 
(;^) "(5^) ^iQ^Bp{5) ^^4^ 
if QeM-Bp{ô) 

where r = d{Q,P) is the distance between P and Q. (r,^^) is a géodésie coordinates 
System of Q, defined in the neighborhood of P, and Bp{ô) is a géodésie bail of center P 
and of radius ô, fixed sufîiciently small, and / is a function depending only on ^ such that 
L fda = 0. The choice of the this function / allow us to prove the results of this part. 

We obtain also the following theorem : 

Theorem 0.9. Let {M, g) be a compact Riemannian manifold of dimension n > 3. For 
any P G M such that uj{P) < {n — 6)/2, there exists f G C°°{Sn-i) with vanishing mean 
intégral, such that 

This resuit generalizes T. Aubin's [?] theorem (which corresponds to a; = and proves 
conjecture 10. ip . For the above theorem, the function / is defined as 



k=l 



where ipk are the eigenfunctions of the Laplacian on the sphère Sn-i, i^k are the associated 
eigenvalues, and q G |1, [^]]. The constants are given explicitly. If / is G— invariant, 
then we would construct, using ipk, a G— invariant test function, which would prove the 
conjecture 10.21 in ail the remaining cases. Unfortunately, / is only G— invariant for a 
spécial choice of Ck, and this particular choice allows us to prove the conjecture only in 
the cases stated in theorem 10.81 



Chapitre 1 

Théorèmes de régularité et générahtés 



Tout au long de cette thèse, on utilise la convention d'Einstein pour les indices. M sera 
toujours une variété compacte, sans bord, C°° de dimension n > 3, sauf mention contraire. 
On commence par rappeler les définitions des courbures de Riemann, Ricci, scalaire et de 
Weyl. 

1.1 Les courbures 

Définition 1.1. Soient {M, g) une variété riemannienne C°° et Vg (ou simplement V) 
la connexion riemannienne associée (i.e. la connexion sans torsion pour laquelle g est 
à dérivée covariante nulle). On note par r(M) l'ensemble des champs de vecteurs C°° 
définis sur M. 

1. X, Y, Z etT étant quatre champs de vecteurs dans T{M). La courbure de Riemann 
R est l'application bilinéaire antisymétrique de r(M) xr(M) dans Hom{T(M), T(M)), 
définie par 

R{X, Y)Z = Vx^yZ - VyVxZ - V[x,y]^ 

On appelle tenseur de courbure de Riemann de g le champ de tenseur C°° quatre 
fois covariants défini par 

R{X, F, Z, T) = g{X, R{Z, T)Y) = R^jkiX'Y^ Z't' 

dans une carte locale ; Rijki sont les composantes du tenseur de courbure. 

2. La courbure de Ricci de g est le champ de tenseur C°° , deux fois covariants, obtenu 
en contractant par g le tenseur de courbure de Riemann de g de la manière suivante 

Ricij — g^^Rkiij 

où g^^ sont les composantes de g~^ . 

3. La courbure scalaire de g est la trace du tenseur de Ricci, notée Rg. Dans une carte 
locale Rg = g^^RiCij 
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CHAPITRE 1. THÉORÈMES DE RÉGULARITÉ ET GÉNÉRALITÉS 



Propriétés 1.1. Soient X un champ de vecteurs et lu une 1— forme. Dans un système 
de coordonnées locales, (Vg.X)'^ est notée VjX'^ et (Va^co')^ est notée ViU^. Rappelons les 
formules de permutation des dérivées covariantes suivantes 

^ijX^ — ^ji^^ = Rkij^^^ "^ij^i — ji^i = —Ruj^k 

Pour tout champ de tenseur C"^ deux fois covariants T : 

ijJ-kl — yjiJ-kl — —J^kij^ml — ^lij-Lkm 

On aura l'occasion d'utiliser ces propriétés dans le chapitre S] et l'appendice. 

Définition 1.2. La courbure de WeylW de la variété riemannienne {M., g), de dimension 
n > 3 est définie par le champ de tenseurs quatre fois covariants dont les composantes 
sont 

1 R 

Wijki = Rijki — ^ _ 2 ("^^'^^j^ " ^ii9jk + Rjigik — RjkQii) + _ ^y^^ _ 2^ idikQji — giiQjk) 

Le tenseur de Weyl est obtenu à partir du tenseur de courbure de Riemann, en recherchant 
un tenseur invariant par transformation conforme de la variété : si ^ = g est une métrique 
conforme à g alors Wg = e^Wg. 

Définition 1.3. Une variété riemannienne {M, g) est dite conformément plate si pour 
tout Q G M , il existe un voisinage ouvert de Q et une métrique g conforme à g, tels 
que le tenseur de courbure de Riemann associé à la métrique g est identiquement nul sur 

n. 

Le tenseur de Weyl est identiquement nul si la variété est de dimension 3 ou si elle est 
conformément plate. 



1.2 Le Laplacien 

Définition 1.4. Sur {M, g) une variété riemannienne C°°, le Laplacien Agf d'une fonc- 
tion f G C^(M) est l'opposé de la trace de la hessienne de f , donné par 

A,/ = -V.V7 = -g'^'^Njf = -g'Kdijf - r-,^../) 

Dans un système de coordonnées polaires (r, (i.e. g.rr = 1, â'rÇ» = ^) si f{r) est une 
fonction radiale alors le Laplacien de f s'écrit 

A,/(r) = -/"(r) - ^/'(r) - /'(r)9.1og 



1.3. LES ESPACES DE SOBOLEV 
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Remarques. Tout au long de cette thèse, on utilise le Laplacien géométrique défini 
ci-dessus, avec des valeurs propres positives. 

On définit le Laplacien Agf d'une fonction / G Hi{M) (voir plus bas pour la définition 
de Hi{M)) par : pour tout G Hi{M) 

(A,/,V'),,L^ = (V/,VV'),,L^ 

où ')g.L'^ 6st le pioduit scalaire standard dans L'^{M) muni de la métrique g, dont on 
omettra la lettre g lorsque il n y a pas d'ambiguïté. 



1.3 Les espaces de Sobolev 

Définition 1.5. Soit (M, g) une variété riemannienne C°° de dimension n, p > 1 un 
nombre réel, k et r sont deux entiers naturels 

1. L'espace de Sobolev Hl{M) est le complété de l'espace {/ G C°°(M), |V'/| e 
LP[M) V < Z < /c} pour la norme 

k 

ii/iu = Eii^U 

1=0 

2. C^'^{M) est l'espace de Hôlder des fonctions dont la r-ème dérivée appartient à 

C^{M) = {/ G C°(M), ll/lb. := ll/IU + sup < +00} 

p^Q a{f, Qf 

avec (3 G [0, 1[. 

C°'^(M) est l'ensemble des Jonctions lipschitzienne. 
L'espace Hl{M) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire suivant 

k 

1=0 

Dans la suite, Hl{M) est noté Hk{M). 

La norme correspondante au produit scalaire sur H]^[M) est équivalente à la norme || • ||2,A;- 



Définition 1.6. Soit (M^go) une variété riemannienne compacte de dimension n. On 
note parT*{M) le fibré cotangent de M. L'espace H^{M,T*M ^T*M) est l'ensemble des 
sections g (des tenseurs 2 fois covariants) telles que dans toute carte exponentielle, les 
composantes gij de g sont dans H^. 
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L'espace H^{M,T*M ^T*M) ne dépend pas de la métrique çq. On peut aussi définir cet 
espace, en utilisant le théorème du plongement isométrique de Nash. Les deux théorèmes 
qui suivent sont encore valables pour cet espace Hl{M,T*M T*M). 

Théorème 1.1 (Théorème d'inclusions de Sobolev). Soit {M, g) une variété rieman- 
nienne compacte de dimension n. 

(i) Si k et l deux entiers (k > l > 0), p et q deux réels (p > q > 1) qui vérifient l/p = 
l/q-{k-l)/n alors Hl{M) est inclus dans Hf{M) et l'inclusion Hl{M) C i^f(M) 
est continue. 

{ii) Si r et {k — r)/n > 1/q alors l'inclusion Hl{M) C C"'(M) est continue 

{iii) Si {k — r — 13) /n >l/q alors l'inclusion Hl{M) C C"'''^(M) est continue avec [3 g]0, 1[ 

dans tous les cas Hl{M) ne dépend pas de la métrique g 

Une preuve détaillée du théorème est donnée dans le livre de T. Aubin [?], chapitre 2, 
celui de Adams [?] ou de E. Hebey [?]. On utilisera souvent l'espace de Hilbert ifi(M) 
muni de la norme 

IIv^IIh, = 11^112 +11 v<^||^ 

pour minimiser des fonctionnelles. Cet espace est inclus continûment dans L'^(M), pour 
tout q e [l,2n/(n-2)]. 

Kondrakov a montré que les inclusions de Sobolev sont compactes dans les cas suivants : 

Théorème 1.2 (Kondrakov). Soit {Mn,g) une variété riemannienne compacte, k un 
entier naturel, p et q deux nombres réels qui vérifient l>l/p>l/q — k/n>0 alors 

(i) l'inclusion Hl{M) C Lp{M) est compacte 

(ii) l'inclusion Hl{M) C C"(M) est compacte si k — a > n/q avec < a < 1 
Grâce aux inclusions de Sobolev, on montre le résultat suivant : 

Proposition 1.1. Soit {M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n. Si 
p > n/2 alors H2{M) est une algèbre. 

Preuve. Il suffit de montrer que si et ^/^ sont dans iffl^) alors ipf ^ H^i^M). Par les 
inclusions de Sobolev (théorème ll.ip . H^i^M) C C^(M) donc ip et ip sont continues. Par 
la compacité de M et la continuité àe ip et ip : 

Vi^l)^) = ^Vif + ifVi^ G LP{M) 

D'autre part 

En effet, iV'V^v^l + |y9V^V^| G L^^M) par le même argument que précédemment, et comme 

|||V<^||V^|||,< ||Vy.||2p||VV^l|2p 

est borné (cf. théorème O) alors \Vip\\Vi)\ G Lp{M). D'où (fïl) G H^{M) □ 



1.4. INÉGALITÉ DE LA MEILLEURE CONSTANTE 
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1.3.1 Théorèmes des espaces de Banach 

Théorème 1.3. Un espace de Banach B est réflexif si et seulement si sa boule unité 
fermée est faiblement compact. 

Puisque les espaces de Sobolev sont réflexifs, on utilisera ce théorème comme suit : si on 
a une certaine suite de fonctions {fi)i(zfq bornée dans Hk{M) alors il existe une sous-suite 
((^çJigN qui converge vers Lp e Hk{M) et liminf^^+oo llv^gjl^fc > llv^lkfe 

Théorème 1.4. Soit p g]1,+oo[ et (<y5i)igN une suite bornée dans Lp{B), qui converge 
presque partout vers ip, alors ip G Lp{B) et {ipi) converge faiblement vers ip dans L^^B). 



1.4 Inégalité de la meilleure constante 

Théorème 1.5 (Aubin-Talenti). Soit {M, g) une variété riemannienne compacte de di- 
mension n. Pour tout e > il existe A{e) > tel que 



Vy. e HfiM) y\\p. < {K{n,p) + £)||V^||p + A{e)M 



P 



np 
n — p 



et K{n,p) 



P 



n — p 



n — p \n{p — 1] 



Kin,l) = - 
n 



i/p 



n 



r(n + 1) 



-1 l/n 



T{n/p)T{n + 1 - n/p)ujn~i 

l/n 



K{n,p) est la meilleure constante au sens où pour toute constante plus petite qui rem- 
place K{n,p), l'inégalité ci-dessus devient fausse pour une certaine fonction ip G Hf{M). 
La preuve détaillée du théorème de T. Aubin est reprise dans le livre [?]. Beaucoup de 
travaux ont été faits depuis sur la validité de cette inégalité (sur les puissances dans cette 
inégalité aussi) lorsque 5 = 0. Des résultats ont été obtenus par T. Aubin et Y. Y. Li [?], 
R.J. Biezuner [?], O. Druet [?, ?], E. Hebey et M. Vaugon [?, ?]... 

Dans le chapitre suivant (cf. théorème 11.71) . on généralisera cette inégalité par l'inégalité 
de Hardy. 



1.5 L'inégalité de Hardy sur une variété compacte 



Définition 1.7. Soit P un point d'une variété riemannienne {M, g), pp est la fonction 
définie par : 

d{P, Q) SI d{P, Q) < Ô{M) 
Ô{M) si d{P, Q) > Ô{M) 



Pp{Q) 



(1.1) 



avec 5{M) le rayon d'injectivité de la variété M 
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La fonction p dépend évidemment du point P E M que l'on omettra parfois dans les 
notations. 

Définition 1.8. Sur une variété riemannienne {M, g), on définit U'{M,p'^) comme étant 
l'espace des fonctions u telles que p^\u\'^ soit intégrable. On le munit de la norme 

\H\l.pi ■■= / p"'\uYàv 

J M 

OÙ p > 1 et p est la fonction introduite dans la définition précédente. 

Proposition 1.2. Pour tout p > 1, U'{M,p'^) muni de la norme \\ ■ \\p^p~f est un espace 
de Banach 

Preuve. La complétude de l'espace LP{M,p'^) pour la norme ■ Ui o7 découle du fait que 
lyP^M) est un espace complet et que ||'u||p,p7 = pour tout u G L'^{M,p~^) □ 

Théorème 1.6 (Inégalité de Hardy). Pour toute fonction u G C^(M'^), il existe une 
constante c > telle que 

Il l^^ri^llp < clIlxl'^V/iillq 
oui < q<p < qn/{n — Iq), ^ — (3 — l + n{l/q — 1/p) > —n/p et n > Iq 

Ce type d'inégalité à une dimension a été introduite par Hardy, puis généralisée pour 
toute dimension, le livre de V.G. Maz'ja [?] est une bonne référence où on trouvera la 
preuve de ce théorème. Dans notre étude, on s'intéresse à cette inégalité dans le cas où 
/3 = et / = 1. Dans ce cas précis, la constante c = K{n, q, 7) est la meilleure constante 
dans l'inégalité ci-dessus. Si pj > —q, cette constante est atteinte pour la fonction 

et K{n,q,-q) = q/{n-q). (cf. [?], [?]) 

Théorème 1.7. Soit {M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n etp, q et ^ 
des nombres réels qui satisfont (7 + n)/p = — 1 + n/q >Oetl<q<p< qn/{n — q). 
Pour tout e > 0, il existe A{e, q, 7) tel que 

WueHfiM) \\u\\p,p-, <{K{n,q,j)+e)\\Vu\\g + A{e,q,-f)\\u\\g (1.2) 

en particulier K(n, q, 0) = K{n, q) la meilleure constante dans l'inégalité de Sobolev 

Preuve. La preuve de ce théorème est quasiment identique à celle de T. Aubin (voir [?], 
chapitre 2) dans le cas des inclusions de Sobolev sur les variétés riemanniennes complètes 
à courbure bornée. 

On commence par montrer le lemme suivant : 

Lemme 1.1. Pour tout f G Hf{M) à support dans Bp{5) 

\\f\\p,p-r<Ks{n,q,j)\\Vf\U 

avec Bp[ô) une boule de centre P et de rayon ô < ô{M). Lorsque ô ^ 0, K^[n,q,^) 
K{n,q,-f) 



1.5. LINÉG ALITÉ DE HARDY SUR UNE VARIÉTÉ COMPACTE 
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Preuve du lemme. On se place dans un système de coordonnées géodésiques {r, 6**}, 
centré en P. Soit e > donné, si 5 est choisi suffisamment petit, on a les estimées de la 
métrique suivantes (Aubin [?], p. 20) : 



n-l 



l-e< ^ge^e^{r,e) < 1 + ^ et (1 - ef-^ < ^/detg{r,e) < (l + e) 
où g = dr"^ + r'^geiejdd''ddK 

Si on pose /(x) = /(exppx), on obtient une fonction bien définie sur M" à support dans 
{x e M"; < 1} qui vérifie, d'après le théorème 11.61 : 

\x[<\~f\^dx] <K{n,q,j)( / {Vf^dx 



de plus si Q = exppX G Bp{5) alors 

\x\=d{P,Q)=p{Q) et (1-£)|V/U(x) < |V/|,(exppa;) 

On déduit que 

Wfha < (1 + et II V/ll, > (1 - e)^+("-^)/l| V/ll, 

Finalement 

ll/lUp. <i^.(n,g,7)||V/||, 

avec Ks{n,q,'j) = (1 — + eY'^~^^^^K{n,q,'j). Ce qui achève la preuve du 

lemme. 



Pour terminer la preuve du théorème, on considère un recouvrement fini {-Bp,(5)}i<î<m 
de M qui existe puisque la variété est compacte. Soit {/iî}i<j<m une partition de l'unité 
associée à ce recouvrement. On pose 

OÙ [q] est la partie entière de q. {Bp.{ô),rii}i<i<m est aussi une partition de l'unité de M 
et ril^'^ G C^{M), donc il existe if > tel que, pour tout i < m : |V?7j^^'^| < H 
Pour tout u G Hf{M), on a 

mm m 
i=l i=l 1=1 

Or d'après le lemme [TTTl on a pour tout i <m 

ll^y'^«ll^,p.<^l(^,Ç,7)l|V(r/y^«)||^ 
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donc 



III' n 

m „ 

Jai 

< K^in, g,7)(||VM||^ + fxmH\\Vu\\l-'\\u\\g + umH''\\u\\l) 

car il existe /i, G M+ tel que pour tout t > 0, {1 + ty < 1 + fit + 
On a aussi pour tout z, y, \ E M!j_ qz'^'^y < X{q — l)z'^ + X^^'^y'^ 
Si on pose z = ||VM||q, y = \\u\\q et A = qeo/{^mH{q — 1)) avec > petit, on obtient 

IK,p. < i^K^, g, 7) [(1 + ^o) Il Vw||^ + A(eo) ||«||^] 

On peut choisir 5 et Eq suffisamment petits de sorte que Ks{n, q, 'y){l+€oY^'^ — ^{n, q, 7) + 
€ et si on pose A(e,q,'y) = {K{n,q,'y) + e)A(eoy^'' alors l'inégalité (11.20 est établie □ 

Théorème 1.8. Soit {M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n. 

1. Sî {-f + n)/p= -l + n/q> etl <q <p alors l'inclusion Hf{M) C Lp{M, p"^) est 
continue. 

2. Si (7 + n)/p > —1 + rï,/g>0, 7<0 et q < p alors cette inclusion est compacte. 

Preuve. La preuve de la première partie de ce théorème est évidente compte tenu de 
l'inégalité démontrée dans le théorème ll.Ti La seconde partie du théorème est établie si 
on montre que Hl{M) C L^{M) C L^i^M^p'^) continiiment, où la première inclusion est 
compacte pour un certain r > 1 que l'on déterminera. 
D'après l'inégalité de Hôlder, on a pour tout u G Hf{M) 

l|w||p,p. = / P^Hdv <( [ p-^'-'dv] ' \\u\\l 

OÙ r' = r /{r — p). Pour que le second membre de cette inégalité soit fini, il suffit que 
^r/{r — p) > — n, pour le premier facteur, etl/r>l/g — 1/n, pour le second facteur. 
De plus le théorème de Kondrakov 11.21 assure que si r > 1 satisfait la deuxième inégalité 
alors l'inclusion Hf{M) C L'^{M) est compacte. On en déduit que l'on doit avoir 

n 7 + n n n 

- < et - > -1 + - 

r p r q 

Puisque (7 + n)/p > — 1 + n/q par hypothèse alors, pour que u G LP{M,p'^) et que 
l'inclusion soit compacte, il suffit de poser 

n 1 7 + n ^ n 
r 2 p q 

Comme 7 < on a n/r < (7 + n)/p < n/p donc r > p > 1. □ 
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Remarque. Puisque la fonction p (cf. définition ll.71) dépend de P G M, l'espace Lp{M, pj,) 
dépend aussi du point P choisi, et si P 7^ P', il n'y a pas en général d'inclusions entre 
Lp{M,pI,) et LP{M, p]:,,). Cependant les inclusions et les inégalités qu'on a déjà montrées 
dans les théorèmes 11.71 et 11.81 sont valables pour tout point P G M. 

1.6 La régularité des solutions de l'équation de type 
Yamabe 

Lorsque on cherche des solutions d'équations aux dérivées partielles, la première étape 
donne fréquemment des solutions faibles (dans notre cas, elles seront dans Hi{M)). Dans 
la plupart des cas on trouve la régularité des solutions en appliquant le théorème de 
régularité pour les opérateurs elliptiques à coefficients continus suivant : 

Théorème 1.9. Soient fi un ouvert de M" et L un opérateur linéaire d'ordre 2 unifor- 
mément elliptique qui s'écrit sous la forme 



où V et h sont des fonctions bornées dans , k & N. 

Soit u une solution de l'équation Lu = f au sens des distributions. 

(i) Sîfe C"='"(fi) alors u G C^+2'"(fi) 

(ii) Sife HliVl) alors u G Hl^^{Ù) 

Ce théorème est standard, on peut en trouver une preuve dans le livre de D. Gilbarg et 
N. Trudinger [?]. 

Les deux théorèmes suivants permettent de trouver la meilleure régularité des solutions 
d'un certains type d'équations. Ils sont fondamentaux pour la suite, associés aux théorèmes 
de régularité habituels pour les opérateurs elliptiques ci-dessus. N. Trudinger [?] avait 
montré que les solutions faibles de l'équation de Yamabe fl3.ll) (voir chapitre 3) sont 
toujours C°° grâce à ces deux théorèmes. Le premier théorème a été utilisé implicitement 
par H. Yamabe [?] et on peut en trouver une preuve dans l'article de J. Serrin [?]. Le 
deuxième théorème est plus spécifique car il s'applique à des équations de type Yamabe 
qu'on étudiera dans le prochain chapitre. 

Théorème 1.10. Sur une variété riemannienne compacte {M, g), si u > est une solu- 
tion faible dans Hi{M), non triviale, de l'équation Au + hu = 0, c'est à dire si 



avec h G Lp{M) et p > n/2, alors u E {'^/p\^P(^m) et est strictement positive bornée, 
[n/p] est la partie entière de n/p et P g]0, 1[. 



L{u) = a^^dijU + b^diU + hu 



(1.3) 



Wv G Hi{M) 



(Vm, Vt')L2 + {hu,v)L2 = 
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Observons que si u est une fonction qui satisfait les hypothèses de ce théorème alors 
Au G L'P{M). Par le théorème de régularité 11.91 u G Hli^M) et par les inclusions de 
Sobolev, u G Ci-["/î'l'^(M) 

Le théorème 11. 101 permet de montrer le théorème suivant : 

Théorème 1.11. Soit {M, g) une variété riemannienne compacte C°° de dimension n. 
p et h sont deux nombres réels, avec p > n/2. Si ({> & ifi(M) une solution faible positive 
non triviale de V équation 

n+2 

Agip + htp = hip^-^ (1.4) 
alors Lp G i/f (M) C C^^["/^]''^(M) et p est strictement positive. 

Preuve. Pour montrer ce théorème, il suffit de montrer qu'il existe e > tel que (p G 
j^{e+2n) / {n-2) (^j^y Eu cffct si Satisfait aux hypothèses du théorème et qu'elle est dans 
L(^+^")/(""^)(M), alors elle est solution de l'équation 

~ 4 

AgU + {h — lnp"-^)u = 

avec h — ïup"^ G L'^(M) et r = min(p, ^^y^) > n/2. Par le théorème 11.101 on en déduit 
que (p est strictement positive bornée. Par le théorème de régularité 11.91 et les inclusions 
de Sobolev, on montre que p appartient à if|'(M) avec p > n/2. 

Soient / un nombre réel strictement positif et H, F deux fonctions réelles continues sur 
]R+ définies par : 



H{t) 

m 



t"/ si < t < / 

/'?-l(g/9-lt _ (g_ sit>/ 

't"? si < t < / 

ql'i-H - (g - 1)11 si t > / 

n(p — 1) 

où 7 = 2g - 1, et 1 < g < 



p{n — 2) 

Comme ip est une fonction positive appartenant à ifi(M), H o p et F o p sont également 
dans Hi{M). Notons que pour tout t G IR+ — {/} 

qH{t) = F{t)F'{t), {F'{t)f < qH'it) et F'^{t) > tH{t) (1.5) 

Si p est une solution faible de l'équation p.4p alors 

\fijeHi{M) I Vp-Vijdv+ I hpijdv = hl p^-^ijdv (1.6) 
Jm j m j m 

oùN = 2n/{n - 2). 

On choisit = rfHop, où rj est une fonction de classe à support dans la boule Bp{25) 



1.6. LA RÉGULARITÉ DES SOLUTIONS DE L'ÉQUATION DE TYPE YAMABE 29 



de rayon 26 suffisamment petit telle que r] = 1 sur Bp{5). Si on substitue dans p.6p . on 
obtient 



7] H o (p\\/(p\ df + 2 / rjH o (f\/(p ■ Vrjdv = h (p rj H o ipdv — / hipr] H o (pdv 

M JaI J m J m 

(1.7) 

On pose f = F o {p. On estimera les quatre intégrales ci-dessus, en utilisant la fonction 
/ et les relations (Il .50 . On a V/ = F' o i^Vip donc, en utilisant la deuxième relation de 

m 

\Vf\' = {F'o^y\Vip\'<qH'o^\Vip\' 
On en déduit que la première intégrale de l'égalité (ll.7p est minorée par 

1 JM 

La première relation de (jl.Sp et l'inégalité de Cauchy-Schwarz impliquent que la deuxième 
intégrale de (ll.Tp est minorée par : 

2/ 7]Ho^Vip-Wvdv = - [ r//V/Vr7dt;>— ll/VrylhIlryV/lh 
Jm Q Jm Q 

Grâce à la dernière relation de f ll.Sp . on a ipH o{p < p. Les deux intégrales de droite dans 
(I1.7P sont donc majorées par : 



h I 7] H o Lfdv — / h(pr] H o (pdv 

AI Jm 



<i/^iii¥'iii(ir'^ii^/ii^+ii/^iipik//iiWi) 

où llv^lljv.r — Ispir) V^^df . Si on regroupe ces estimées, l'égalité fil .71) devient : 

Wv^fWl - 2||/Vr/||2||r/V/|h < q{\h\\\^Û%-"^\\vfrN + WHMWl/ip^i)) (1-8) 

Remarquons que pour tout nombre réel positif a, b, c et d, si — 2ab < + (f alors 
a < c + d + 2b. En utilisant cette remarque, l'inégalité 01.81) devient : 



\\v^f\\2<\/q\h\M'^%-'''\\vf\\N+^qM^^^ (1.9) 

Par les inclusions de Sobolev (cf. théoème ll.ip on sait qu'il existe une constante c > qui 
dépend seulement de n telle que 



|iv<c(||r7V/||2 + l|/Vr^l|2 + h/112) 
Le choix de g (g < A^) et l'inégalité (11.90 permettent d'écrire 

(1 - c^/î^||(/.||^/(7'))||r^/|U < ci^mipllvfK/ip-i) + m^vh + Wvfh) 
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On choisit ô suffisamment petit pour que 



ensuite on fait tendre / vers +00, on en déduit qu'il existe une constante C > qui dépend 
de n, ô, \\r]\\oo, ||V?7||oo, \\h\\p et \h\ telle que 

||<^1U,25 < C(||^«||2+ ||<^''||2p/{p-l)) 

Comme ^zjQ < N et que ip est bornée dans L^ on a 

||V^||gAf,25 < C 

Si {rii)i(zj est une partition de l'unité subordonnée au recouvrement {Bp.{ô)}i(zj de la 
variété M alors 

on en déduit que cp E avec qN > N. En tenant compte de ce qui a été dit au début 
de la preuve, le théorème est démontré. □ 

Proposition 1.3. Soit {M, g) une variété riemannienne compacte, si u est une solution 
faible dans Hi{M) de l'équation Au + hu = f , où h et f sont deux fonctions telles que 
h G LP{M) et f e L'^iM), p> n/2 etq>l, alors u G Hf'^^'''''\M) 

Preuve. Distinguons les deux cas q > p et q < p. 
(i) Si q > p . Supposons que u G L'^'-{M) et satisfait les hypothèses de la proposition. 
Alors hu G Lî'+=i(M), donc Au G Lî'+^«(M) car pSi/{p + Sj) < q. Le théorème de 

_P£j_ 

régularité 1 1 . 91 assure que u G iJg*^^ ' (^)- Ensuite, les inclusions de Sobolev H2{M) C 
L'{M) si r < n/2 avec s = nr/{n - 2r) et H;{M) C C^~^''/''^'^{M) si r > n/2 
permettent d'écrire 

'so = N 

u G L-.^ (M) où ..+1 = ^,^,3^ sis.<^ 



u G H^{M) si Si > 



np 
2p—n 



S'il existe i G N tel que Si > 2^3^ ce qui est équivalent à > n/2 alors u G 
C°'^(M), ce qui implique que Au G Lp{M), donc u G iff(M) et la proposition est 
démontrée. S'il existe z G N tel que Si = alors u G L°°{M) et on conclut par le 
théorème de régularité que u G Hl^i^M). Supposons que pour tout i G N, < 
alors la suite (si)jgN est croissante majorée, donc elle converge vers s = ce qui est 
impossible. 
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[a) Supposons que q < p alors on doit montrer que u G Hl{M). Supposons que 
u G L'^'^{M) et satisfait les hypothèses de la proposition. Ceci implique que hu G 

Lp+^i{M) donc Au G L'^^{M) avec = min(g, ^^f^). Par le théorème de régula- 
rité [Ol u G Hl^M). Donc 

s^ = N 

u G (M) où Si+i = si r, < n/2 

u G Hl{M) si ri > n/2 

En effet, comme u G H^^i^M), s'il existe i G N tel que > n/2 alors m est continue, 
donc Au = hu- f e L^iM) d'où m G Hl{M). Si = n/2 alors u G L°°(M) donc 
hu-fe L%M), d'où M G i/|(M). 

Le seul cas qui reste à étudier est bien le cas où < n/2 pour tout i E N. Dans 
ce cas, s'il existe i G N tel que q < alors = g et m G Hl{M). Sinon pour 
tout i G N, = ^^pj- < n/2 et on retrouve le cas (z) où la suite (sj) est croissante 
majorée et converge vers 0, ce qui est absurde. 

□ 

Proposition 1.4. Soit {M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n et soit 
L := A + h un opérateur linéaire avec h G L^i^M) et p > n/2. Si la plus petite valeur 
propre X de L est strictement positive alors 
i. L est coercif, autrement dit il existe c> tel que 

G H,{M) (L^, ^)^. > ciWVm + ml) 

a. pour tout q > 2n/{n + 2), L: Hf'^^^'''\M) — > L'i{M) est inversible 

Preuve. L admet une plus petite valeur propre, car si A est une valeur propre de fonction 
propre ip alors il existe C > tel que 

All^ll^ = = IIV^II^ + / h^l^^àv > > 

Jm 

Donc A > — C||/i||p. Si A est la plus petite valeur propre de L alors 

A= inf ^ 

où 

Jm 

Alors pour tout ip G Hi{M) 

Eicp)>XMl (1.10) 
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Supposons que L ne soit pas coercif, alors il existe une suite (V'î)iGN dans Hi{M) qui 
satisfait 

E{i;,) < -(||Vz^,||2 + î;o/(M)2/-) et ||Vi|U = 1 
î 

ce qui entraîne 

(1 - -)E(^i) < ^— / hipfdv 

* Il J M 

Puisque \ j]^ hipfdvl < \\h\\n/2, ^i'^i-^+oo E^ipi) < 0. D'autre part E{ipi) > A||-?/'i||2 avec 
A > 0. Ce qui est impossible. 

Il est clair que L est injective car si Lip = alors par l'inégalité p.lOp ,ip = 0. 
Soit / G L'^{M) avec q > 2n/{n + 2). Montrons que l'équation 

A(f + h(f = f (1.11) 

admet une solution ^ G Hf''^^'''\M). On minimise la fonctionnelle E définie au début de 
la preuve, pour cela on pose 



/x = inf{E(<^)/(^G//i(M), / /^di; = l} 

Jm 

Soit (V'i)îeN une suite dans Hi{M) qui minimise E, alors 

lim E{il)i) = /X et / fipidv = 1 

Sans perte de généralité, on peut supposer que pour tout entier naturel i, E^ipi) < /i + 1. 
Ce qui implique 

c{\\Vij,\\l + \ml)<E{i;i)<fx+l 

car L est coercif. On en conclut que la suite (^i)iGN est bornée dans Hi{M). Par le 
théorème de Banach (voir section 11.3.11) et le théorème de compacité de Kondrakov 11.21 
on en déduit qu'il existe une sous-suite (V'j)jeN telle que 

* ipj ^ ip faiblement dans Hi{M) 

* ipj ^ ip fortement dans L^{M) pour tout 1 < s < 

* ipj ^ ijj presque partout. 

En particulier la suite {ipj) converge fortement dans ^«/(«-^^(M) et L'^p/^p-^\M) car q/{q- 
1) < N et 2p/ {p — 1) < N. Par conséquent 

fipdv = 1 et / h^^dv / h^p'^dv 
M Jm Jm 

La convergence faible dans Hi{M) et forte dans L'^{M) entraînent que 

lim ||V^,||2>||VV^||2 

j-»+oo 

On en conclut que E^ip) < fi et donc nécessairement que E{i/j) = fi. En écrivant l'équation 
d'Euler-Lagrange pour ip, on trouve qu'elle est solution faible dans Hi{M) de l'équation 
f fTTTll . Par la proposition [13 on déduit que ip G Hf''^^''^\M). □ 



Chapitre 2 

Etude d'équations de type Yamabe 



2.1 Existence de solutions sans présence de symétries 

Soit {M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 3. On considère 
l'équation suivante : 

n + 2 

Agijj + hip = hip"^ (2.1) 

Où ip G iJi(M), h G Wi^M) avec p > n/2 et h une constante. Dorénavant, ce type 
d'équation s'appellera équation de type Yamabe. Dans le cas particulier h = -^^Rg^ 
l'équation (12.11) est celle de Yamabe qu'on verra plus en détail dans la section [HUl Ce type 
d'équation a été déjà considéré par Z. Faget [?], lorsque h est continue sur M et invariante 
par un sous groupe d'isométries. 

Pour résoudre ce type d'équations, on utilisera la méthode variationnelle, qui consiste à 
trouver une fonctionnelle à minimiser sur un espace bien choisi. Dans notre cas l'espace 
est Hi{M). On montrera ensuite que le minimum de cette fonctionnelle est atteint pour 
une certaine fonction qui sera solution de l'équation d'Euler-Lagrange. On aura l'occasion 
d'appliquer cette méthode plusieurs fois. 

On se place dans l'espace ifi(M), on définit l'énergie E de ip ^ Hi{M) par : 



Jm 



Et on considère la fonctionnelle Ig définie, pour tout ^ Hi{M) — {0}, par 



On note 



M = inf /o(^) = inf E{^) 

i/;eHi(Af)-{0},t/'>0 ||V'I|JV=1,V'>0 



avec = On note [p] la partie entière d'un nombre réel p. Dans le cas du problème de 
Yamabe (i.e. h = -^^^Rg), Ig est appelée la fonctionnelle de Yamabe, et fi{g) l'invariant 
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conforme de Yamabe (voir section [3TT]l . L'un des résultats important de ce chapitre est le 
suivant : 

Théorème 2.1. Soit {M, g) une variété riemannienne compacte C°° de dimension n> 3 
et p > n/2. Si 

alors l'équation (12.ip admet une solution strictement positive Lp G i/f (M) C C^^^"'^^^'^{M), 
qui minimise la fonctionnelle Ig (i.e. E{ip) = jj,{g) = h et \\^\\n = ^)- où (3 g]0, 1[. 

Dans la preuve de ce théorème, on aura besoin du lemme suivant dû à H. Brezis et 
E.H. Lieb [?] 

Lemme 2.1. Soit {fi)iç^ une suite de fonctions dans un espace mesuré (fi, S,/i). Si 
{fi)im Gst uniformément bornée dans avec < p < +oo et fi ^ f p.p, alors 

.lim - II/. -/Il^] = 11/11^ 

Preuve du théorème \2.1i On commence par vérifier que fj,{g) est fini. En eff'et, d'après 
l'inégalité de Hôlder, on a 

EW > -||/^IU/2||V'II^ 

on en déduit que fi{g) > — ||/i||„/2 > — oo. 
Soit (v5i)i6N une suite minimisante : 

E{^i) = fi{g) + o(l), = 1 et > (2.2) 

En utilisant l'inégalité de Hôlder encore une fois dans l'équation ci-dessus, on obtient 

W^ViWl < \\h\\n/2 + M + o{l) 
Ml < {vol{M)f- 

On en déduit que (v5î)îgn est bornée dans Hi{M). Quitte à extraire une sous-suite, on 
peut supposer qu'il existe ip G Hi{M) tel que 

* ipi ^ ip faiblement dans Hi{M) par le théorème de Banach (cf. section [T. 3. 11) . 

* ifi ^ ip fortement dans L'*(M), pour tout s G [l,iV[, par l'inclusion compacte de 

Kondrakov (cf. théorème 11.21) . 

* ipi ^ ip presque partout. 
On en conclut que : 

\h\\(pi - ip\^dv < ||/i||p||v5i - f\\lp/(p-i) fortement car 2p/{p - 1) < N 
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On pose ifji = ipi — ip, alors — faiblement dans ifi(M), fortement dans L'^{M) pour 
tout q < N. 

On a ||Vv3i||2 = Il Veilla + W'^^Wl + 2 j^V'ijji ■ VLp<^:v. On en déduit que 

E{^i) = E{^) + \\ViJi\\l + o{l) 

Puisque E{ip) > yu((7)||(/3||^ par définition de ii{g) et E{ipi) = fi{g) + o(l) par définition de 
la suite on en déduit que 

M^7)ll<^ll^ + l|VV^.||^<yt^(^7) + o(l) (2.3) 

On applique le lemme [2TT] à la suite (v5î)îgn, on trouve 

llV^.||j^ + 11^^11]^ + 0(1) = 1 (2.4) 

ll^i||^+ll'^ll^ + o(l)>l (2.5) 

Par le théorème 11.51 

||V'i||^<(^'(^,2)+£)||V^,||^ + o(l) 
l'inégalité (12. 5p devient donc 

{K\n,2)+e)\\V^i\\l + Ml + o{l)>l 

Si on utilise cette dernière inégalité dans (12.31) . on trouve 

MMl + < M[iK\n, 2) + £)||VV'.||^ + Ml] + o(l) 

Finalement 

[l-/i((7)(K2(n,2)+£)]||V^.||^<o(l) 

Si ^{g) < K~^{n,2), on peut choisir e de sorte que le premier facteur de cette inégalité 
soit strictement positif. On en déduit que converge fortement vers dans ifi(M), 

Lfi ^ ip fortement dans Hi{M) et L^{M) d'où Ig{(p) = fJ^{g)- 

On vient de mettre en évidence une solution non triviale de l'équation de type Yamabe 



N-l 



Alp + hil) = jji{g)il) 

qui satisfait Hy^H^ = 1 et > 0. Par le théorème [LlH e Hl{M) C ^^-["/^'^(M) et 
> 0. □ 

Proposition 2.1. Soit {M., g) une variété riemannienne compacte C°°. On a toujours : 

^i{g)<K-\n,2) 
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Preuve. Soient P un point fixé de M et une fonction radiale définie sur M par 



Ti-2 n — 2 

2 / c \ 2 



if g G Bp{ô) 

iîQ e M - Bp{ô) 



où r = d{P, Q) et Bp{ô) est la boule géodésique de centre P et de rayon ô. Montrons que 
linie^o -^^('"e) = K~^{n,2), ce qui entraînera l'inégalité de la proposition car fi{g) est bien 



le minimum de Ig. 



Puisque est radiale 



(r2 + £2)n/2 

En intégrant le carré de ce gradient sur M, on obtient : 



<5 y,n+l 

Vu.Ydv = {n- 2)^a;„_i£"-^ / , àr 



A/ JO 



[r^ + e 

En effectuant le changement de variable t = r/e on trouve 

/ |Vm,|Mî; = {n-2fujn-i 

J M Jo 

D'autre part h G L'p{M) avec p > n/2 donc 



(t2 + 1)^ 



àt (2.6) 



/iM^dî; < \\h\\p\\Ue\\%/(p^i) 

M 

Par le même changement de variable t = r/e, on a 

p(n-2) p("-2) 

donc ||ii£|l2p/(p-i) = 0{e^^p). Puisque p > n/2, on en déduit que 

lim / hu^dv = (2.7) 



e 

M 



Il nous reste à calculer IIm^II^^. Lorsque on prend l'intégrale des puissances de on peut 
négliger le terme constant dans l'expression de Ue (des détails sur les puissances de 
sont donnés dans l'appendice lÂl équation ( 1A.20I1 ). D'où 

/S/e j.n—1 
___dt + 0(e"-2) (2.8) 
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Il est bien connu que la fonction 



Vr. : X 



\xr + 



n-2 
2 



est solution de l'équation A^u = n{n — 2)u'^~^ sur M", où A^- est le Laplacien euclidien 
sur M". C'est aussi la fonction qui réalise la meilleure constante de l'inégalité du théorème 
11.51 (page 1231) sur M". On a donc 2)|| VfeUl = ||^e||Ar- Autrement dit, si on calcule 

||Vfe||2 et ||fe||^, en passant aux coordonnées polaires, on trouve : 

n — 2 

En combinant (EIS), (EIH), (EU]) et on conclut que 

lim/„(M,) = lim( [ \S/Ue\^àv + ! Wdf = K-\n,2) 
Ce qui entraîne que ^{M,g) < lime^o -^^('î^e) = K^'^{n, 2). □ 



2.1.1 Application 

On considère l'équation suivante : 

+ = (2.10) 

où R E C°(M), a, R sont deux nombres réels et p la fonction distance (cf définition 11.7p . 
On pose 

Jm P 

WWn 

fia{g) = inf IgAv) = inf -^«(v?) 

Proposition 2.2. Si < a < 2 et Paid) < K^'^{n,2) alors l'équation (I2.10p admet 
une solution G C^^f"l'^(M) strictement positive qui satisfait Eo,{'^a) = Paid) = R et 

llV^alU = 1- 

Preuve. Si on pose h := -R/p" G L'p{M) avec 2 > n/p > a, alors cette proposition est un 
corollaire immédiat du théorème 12.11 □ 
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Le cas critique ex = 2 

Ce cas correspond à l'équation non linéaire de Schrôdinger avec le potentiel de Hardy et 
l'exposant critique. Il a été déjà étudié sur M" par S. Terracini [?] et D. Smets [?] qui ont 
montré l'existence et non existence de solutions de l'équation ci-dessous pour a = 2 et 
p = \x\ sous certaines conditions. Le théorème obtenu ici est le suivant : 

Théorème 2.2. Si fi2ig) < [1 + mm{R{P),0)K'^{n,2, -2)]K-^{n,2) et 

I + R{P)K'^{n, 2, —2) > alors il existe ^ Hi{M) solution non triviale de l'équation 
fl2ïnl) pour a = 2. 

Preuve, (a). On montre que ^2(9) est fini et limQ,^2- Pa{g) = l^2{.9)- Pour tout e > il 
existe 5 > tel que si Q G Bs{P) alors \R{Q) - R{P)\ < e, de plus si ip e Hi{M) et 
\\iP\\n = 1 alors 

Jbs(P) 

Par le lemme fTTT] et l'inégalité de Hôlder : 

> [1 + {mm{R{P),0) - e)KUn,2,-2)]\\Vi^\\l - WRW^Ô-'voliMf/^ 
Si 1 + R{P)K'^{n, 2, -2) > alors il existe e et 5 tels que 

E2{^) > -||iî||oo5"W(M)2/" 

Le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, nous permet d'écrire que pour tout 
ip G Hi{M) - {0} : lim„^2- = hÀi')- On en déduit que lim^^a- Paig) = l^2{9)- 

II existe alors «o tel que pour tout a G [«o, 2] : Pa^g) < K~^{n, 2) 

(6). On montre que la famille {'^a}a€iao,2i est uniformément bornée dans Hi{M). Cette 
famille satisfait les résultats de la proposition 12.21 donc pour tout a G [a;o,2[ 

||y.„||2 < t;o/(M)V" et \\VvX+ f ^V>ldv < K-\n,2) + Ô-^\\R\U\^X 

JBsiP) 

Mais 

/ ^Vldv > {min{R{P),0) - e)Kl{n,2,-2)\\VvX 

d'où 

[1 + {mm{R{P), 0) - e)K^{n, 2, -2)]\\V^a\\l < K~\n, 2) + ô-^\\R\\^vol{Mf/'' 

Compte tenu de l'hypothèse sur R{P), on peut choisir e suffisamment petit pour que le 
premier facteur de cette inégalité soit strictement positif. 

(c). Il existe une suite (aî)îgN à valeur dans [q;o,2[ qui converge vers 2, telle que la suite 
de fonctions {ipai)im converge faiblement dans Hi{M), L'^{M, p^"^), L^{M) et fortement 
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dans L'i{M) vers une fonction > 0, avec q < N (voir la section [T75l pour la définition 
de L'^{M,p^) et le théorème O) . 
Pour tout V e Hi{M) 

M J M P ' Jm 

On veut passer à la limite dans cette égalité. C'est immédiat pour la première intégrale, 
d'après la convergence faible dans ifi(M). Pour la seconde intégrale : 

Jm p P J M P JM P P 

La convergence faible dans L'^{M,p~'^) et le théorème de la convergence dominée de Le- 
besgue impliquent que le second membre converge vers 0. 

Comme ((/^ojjgpj est uniformément bornée dans L^(M), {<^a~^)i&^ uniformément bor- 
née dans L^/^^^^'). Alors 



Jm Jm 

On en conclut que est une solution faible de l'équation (12.101) pour a = 2. Il nous reste 
à montrer que ip2 n'est pas identiquement nulle. Le théorème 11.51 montre que 

l = yaMl<iK\n,2)+6){fi^X9)- [ ^fldv) + Ay^^\\l (2.11) 

Jm p ' 

Ce même théorème implique encore une fois 

Jm p"' Jbs{p) p"' Jm-Bs(p) P ' 

> {mm{R{P), 0) - e){K\n, 2, -2) + e'){p^X9) " ^^^v) - A\Ml 



d'où 

-^Uv>^ (mm(i.(P),0)-.)(i^^(. 2,-2) + .0 ^^.(^) _ ^.||^^,||. (^.12) 
M P''' ' - [l + (min(i?(P),0)-£)(fr2(^^2,-2)+£')] 

Le dénominateur ci-dessus est strictement positif, si e et e' sont suffisamment petit. Les 
constantes A et A' ne dépendent pas de «j. Des inégalités (I2.1ip et (12.12p . on tire 



A"\\VaMl > 



2^1 + (min(i?(P), 0) - e)iK\n, 2, -2) + e') - {K\n, 2) + e)p^X9) 



1 + (min(P(P), 0) - e){K^{n, 2, -2) + e') 



Le second membre de cette expression reste strictement positif lorsque i — > +00, alors il 
existe c > tel que \\'{>2\\2 > c □ 
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2.2 Existence de solutions en présence de symétries 

2.2.1 Le groupe d'isométries et le groupe conforme 

Définition 2.1. Soit (M, g) une variété riemannienne C°°. le groupe d'isométries I{M, g) 
et le groupe conforme C{M,g) de {M, g) sont définis par 

I{M,g) = {feC^{M,M)/rg = g} 
C{M,g) = {fe C^{M,M)/rg = e^g, h e C°°(M)} 

Définition 2.2. Soit G un sous groupe du groupe I{M,g). 

1. On dit qu'une fonction f dans Hl^M) est G— invariante si et seulement si pour tout 
cr E G, a* f = f presque partout, où k E N et q > 1. L'ensemble de ces fonctions 
est noté Hlç.{M) sik>l, L%{M) sik = 0, et Hk^aiM) si q = 2. 

2. Une métrique g' est dite G— invariante si et seulement si G C I{M,g') 

3. [g]'^ est la classe des métriques G— invariantes conforment à g définie par : 

[gf = {~9 = efg/f eG^{M),G(l I{M, ~g)} 

Résoudre l'équation de type Yamabe (12.11) en présence de symétries revient à chercher 
une solution G— invariante, strictement positive de l'équation (I2.ip . où h est fonction 
G— invariante presque partout. E. Hebey et M. Vaugon [?] ont introduit cette équation 
lorsque h est proportionnelle à la courbure scalaire Rg, qui est évidemment G— invariante. 
Dans ce cas le problème a une signification géométrique que l'on précisera dans le cha- 
pitre [3l Afin de trouver des solutions à ce problème, E. Hebey et M. Vaugon ont utilisé la 
technique des points de concentration, sans utiliser l'analogue de l'inégalité de la meilleure 
constante pour l'espace Hi^g{M). Cette inégalité s'avérera fondamentale pour trouver la 
condition suffisante dans la résolution de l'équation de type Yamabe sans présence de 
symétries (12. ip (cf. théorème 12. Il) , elle a été obtenue par E. Hebey et M. Vaugon [?], après 
leurs travaux sur le problème de Yamabe équivariant, lorsqu'ils ont étudié les inclusions 
de Sobolev pour les espaces G— invariants. Ils ont obtenu les résultats suivants : 

2.2.2 Inégalité de la meilleure constante en présence de symétries 

Théorème 2.3 (Hebey- Vaugon). Soit {M, g) une variété riemannienne compacte de di- 
mension n, G un sous groupe compact du groupe I{M,g). Soit k la plus petite dimension 
des orbites de M sous G. On pose p* = si n — k — p 0. 

1. Si p est un réel tel que 1 < p < n — k alors pour tout q G l'inclusion 
HIq{M) c Lq{M) est continue. De plus si q E [l,p*[ elle est compacte. 

2. Si p > n — k alors pour tout q > l, l'inclusion H^q{M) C Lq{M) est continue et 
compacte 



2.2. EXISTENCE DE SOLUTIONS EN PRÉSENCE DE SYMÉTRIES 



41 



(T. Parker [?] avait aussi travaillé sur les inclusions de Sobolev pour les espaces G— invariants). 
On note par Og{P) l'orbite du point P sous l'action de G. La meilleure constante dans 
ces inclusions a été calculée par Z. Faget [?]. 

Théorème 2.4 (Z. Faget). Sous les hypothèses du théorème précédent, si on pose 
A = mm{vol{OG{Q))/Q e M et dimOciQ) = k} 

(si G a des orbites finies alors k = et A = minggjvf cardOciQ) ) etl<p<n — k alors 
pour tout e > 0, il existe B{e) tel que 

G Hl^iM) Ml, < + e)||V^||^ + B{e)Ml 

K{n — k,p)A~^/^^~''^ est la meilleure constante. 

Soit h une fonction dans Uq{M) avec p > n/2 et g G [2, ;^]. On considère l'équation de 
type Yamabe (avec un exposant q) suivante : 

AgiP + hilj = hip'^-^ (2.13) 

où h est une constante. Le but de cette section est de chercher des solutions ip > et 
G— invariante dans H2Q. On attachera plus d'attention au cas q = N = Posons pour 
tout G Hi^g{M). 

hÀ^) = l^qM = inf Iq,g{^) 

\m\q v'6iïi,G(Af)-{0} 

OÙ E{ip) a été défini au début de la section [2TT1 

Notons que si q = N, l'équation (12.131) et la fonctionnelle J^g s'identifient à l'équation 
(12. ip et à la fonctionnelle Ig respectivement. Par contre fi{g) < fiN,G{9) car fiN,G{9) 6st 
obtenu en prenant des fonctions tests dans Hi^g{M) C Hf{M) (voir la section [2711 pour 
les définitions de Ig et fi{g)). 



Proposition 2.3. Si q E [^zï^:^[ l^q,Gi9) > alors l'équation (I2.13P admet 



Lp-l ' n-2 



une 



solution ifq G H2q{M), G— invariante, strictement positive et qui minimise Iq^g, pour 
h = l^q,G{g)- 

Preuve. * Soit (v5î)î6n une suite minimisante dans Hi^g{.M) telle que \\^i\\q = 1 et > 
alors (v5î)igN est bornée dans Hi^g{M), en effet {E{ipi)) nzfq est une suite convergente dans 
M, on peut donc supposer qu'elle est majorée par Hq^G^Q) + d'où 

|2 



WViWl < vol{MY''-^^/''\\if4l < î;o/(M)(''-2)/'? 

J M 



<^lq,G{9) + l + C\\h\ 
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* Le théorème de Banach (voir section [T.3.ip assure l'existence d'une sous-suite (v^jOjgn 
de qui converge faiblement dans Hi g{M) vers une fonction ipg, et que 

liminf ||V(pj||2 + Wfjh > W'^'^qh + Wfqh 

* Il existe une sous-suite {ipk)km de {ipj)j^-M, qui converge fortement dans L'^{M) vers la 
fonction si g G [^^, ;^[- H en résulte que \\^q\\q = 1 

il en résulte aussi que 

f^qM = , Iq,g{Vk) > IqÀ^q) 

fe— »+oo 

on en déduit que Iq^g{ipq) = fiq^dç), fg>Oet que ipq est G— invariante presque par- 
tout. Donc ipq minimise la fonctionnelle Iq^g. On écrit l'équation d'Euler-Lagrange pour la 
fonction (fg, on trouve : 

V^eifi,G(M) / ViipqV'^ + h^ipq-fiq,Gig)i^vr'dv = (2.14) 

On doit montrer que l'égalité (I2.14p reste vraie pour tout ^ Hi{M). C'est là qu'on 
utilise l'hypothèse jiq cig) > qui montre que la plus petite valeur propre A de l'opérateur 
L := Ag + h est strictement positive. En effet si A < 0, il existe une fonction propre ip >0 
non identiquement nulle telle que 

Eii;) = {Li;,i;)L2 = \\ml<0 

D'autre part E{ip) > fJ'N,G{g)\\4'\\'N > Oi absurde. Maintenant la proposition [L4l 

montre que L est inversible. Comme (fq G L'^^^'^~^^M) et N/{q — l) > 2n/(n + 2), il existe 
une unique fonction ipq solution faible de l'équation 

h est G— invariante, ainsi que A^, donc <7*if>q est solution de la même équation pour tout 
cr G G. Par unicité a*ipq = (fq, (pq est donc G— invariante. D'autre part 

VV- G H,^g{M) {L{^q - <^,), = 

Si on choisit ip = (pq — if>q alors (pq = (pq, car L est coercif, d'après la proposition 11.41 
Finalement ipq est une solution faible, non triviale de l'équation 

Aqip +{h- fiq^cigWr^W = 

avec {h - /ig,G(5')v'g~^) ^ L^iM), où s = min(p, (^_2)"„_2) ) > "-/2. Par le théorème [LlOl 
iPq est bornée, strictement positive, donc Aipq G L^^M). Par le théorème de régularité, 
^qeHl^iM). □ 
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On s'intéresse maintenant au cas où q = N dans l'équation (12.13p . On obtient d'abord le 
résultat suivant : 

Proposition 2.4. Si k := miqtzM dimOciQ) > l et hn^g^ç) > alors l'équation (12.131) 
admet une solution ipN G H^^M), qui minimise lN,g, G— invariante et strictement positive 
pour q = N et h = fiaiM^y o)- 

Preuve. D'après le théorème 12.31 si > 1, l'inclusion ifi_G'(M) C Lq{M) est compacte. 
C'est ce qui manquait pour que la preuve de la proposition 12.31 soit valable pour q = N. 
ifiN est donc solution faible dans Hi^g{M) de (12.141) . Pour montrer qu'elle est solution 
faible pour tout ip ^ Hi{M), il suffit d'utiliser l'argument déjà utilisé à la fin de la preuve 
de la proposition 12.31 en utilisant le fait que l'inclusion Hi^g{M) C Lq (M) est continue, 
où 2* = 2{n — k) / {n — k — 2) (cf. théorème 12.30 . Ceci entraîne qu'il existe s > 2n/{n + 2) 
tel que v^j^~^ G L^{M). Le résultat de la proposition 12.31 s'étend donc à q = N lorsque 
k>l. □ 

Théorème 2.5. Soit {M, g) une variété riemannienne compacte. G un sous groupe de 
I{M,g). Si 

< fir,,G{9) < ir^'(n,2)( mf^cardOG(Q))'/" 

alors pour q = N, l'équation (12.13p admet une solution G H2q{M) C C^^["/p]'^(M) 
strictement positive, G— invariante et minimisante pour la fonctionnelle lN,g- 

Preuve. On fait tendre q vers N pour les solutions ipg de l'équation (12.13p . obtenues 
grâce à la proposition (12.3p . En utilisant la proposition 12.41 le problème est résolu si 
k = infggAf dimOG(Q) > 1. 

Supposons que k = infggM dimOG(<5) = 0. On pose 

$ = {ipq solution de (|2.13|) , (pg> 0, \\iPq\\q = 1 et fiq^cig) = Iq,g{'^q)/q G [qo,N\} 

l'ensemble des solutions données par la proposition 12.31 avec go G]2p/(p— 1), suffisam- 
ment proche de N de sorte que fJ,q,G{g) reste strictement positive pour tout q G [go, ^i- 
Ce qui est possible car 

Vg G [go, f^q,G{9) = hÂVq) = ^N^Vq^MN^ > mcigMMN^ > 
D'autre part, pour tout e > 0, il existe ips G H^q^M) strictement positive telle que 

Puisque 

limSUp/ig,G(5') < h^gi'^e) = lN,g{'^e) 

on en déduit que 

\lmsylY>^^q,G{g) < l^N,G{g) (2.15) 
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L'ensemble $ est borné dans Hf{M), en effet : 

l|V<^g||2 = f^qMa) - / hcpldv 

JM 

< + ||/i||p||¥^g||2p/(p-l) 

< C\\h\\p 

où C est une constante strictement positive qui dépend seulement de n. L'ensemble $ 
est donc faiblement compact dans Hf{M), on en déduit qu'il existe une suite {qi)ien qui 
converge vers N telle que 

* ipq.^ip^ faiblement dans ifi(M). 

* {pq. {fjq fortement dans L'^{M) pour tout 1 < s < A^. 

* ipq^ ^ ifM presque partout. 

Donc est nécessairement G— invariante presque partout. 

Puisque ipq^ satisfait l'équation (12.131) pour h = fig.^cig) et g = Çj, alors pour tout ip ^ 

/ V^tPVjiPqAv+ [ h^Pifq^V = flq^,G{g) [ ^^'q-'dv (2.16) 
JM JM JM 

D'autre part, l'inclusion de Sobolev ifi(M) C L^{M) et l'inégalité de Hôlder permettent 
d'écrire 

N — qj -I !vr 1 

ii<r iU/{iv-i) < voi{M)^\\vq,:\%-' < c(iiv^,ji2 + ii^^jh)^-' < c 

car $ est bornée dans Hi[M). Donc, à extraction de sous-suite près, v^gp^ converge 
faiblement vers v^j^~^ dans L^/*^^~^)(M) (voir les théorèmes des espaces de Banach dans 
la section [1.3. ip et par l'inégalité (12.15p . on peut supposer que fiq^cid) converge vers /i. 
Par conséquent on peut passer à la limite dans (12.16p . on en déduit que v^at est solution 
faible de l'équation (I2.13P pour q = N et h = fi. Montrons que (p^ n'est pas identiquement 
nulle. Puisque (pg est G— invariante presque partout, on peut appliquer l'inégalité de la 
meilleure constante en présence de symétrie du théorème 12.41 : 

V5>0 ||y.,J|^< (K2(n,2)[mf^cardOG(Q)]-^/" + e)||V(^,J|^ + i?(5)||¥.,J|^ 
ipq- G $ et en utilisant l'inégalité de Hôlder : 

on peut donc écrire que 

t;o/(M)2/^-2/^> < (K2(n,2)[ inf cardOG(Q)]-'/" + e)(/i..G(^7) - / h^làv) + B{s)\Ml 
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Quand i +00, ^iq^^cig) /i et vol{Mf/^-'^/i' 1 donc 

l<{K\n,2)[mi cardOG(Q)]-'/" + - / h^%dv) + Bie)^^]] 



Comme /i < ^N,G{g) < K ^(n, 2)(infQgM cardOG(Q))^''", on peut même supposer qu'il 
existe sq > tel que 

{K\n,2)[mî cardOclQ)]"^^" + ^o)/^ < 1 - 
cela entraîne l'existence d'une constante C{eo) > telle que 

B{eo)\\ipN\\l + Cieo)\\h\\p\\ipN\\'\p_ > 

alors ipN n'est pas identiquement nulle. On vient donc de montrer que ip^ est une solution 
faible positive, non identiquement nulle et G— invariante presque partout de l'équation 

AgLfN + hipN = IJ'^n'^ (2.17) 

Par le théorème 11.111 ip^ € H^q^M) est strictement positive. Il reste à montrer que ip^ 
est minimisante pour la fonctionnelle lN,g = Ig et que fi = Un {g)- On revient pour cela à 
la suite (y^gj qui converge fortement vers ipN dans pour tout 1 < s < iV. En utilisant 
l'inégalité de Hôlder et le fait que Hv^gJlqi = 1, on a l'inégalité suivante : 

<^ÎÎ"Vivdw < ||^7v||g,/fe-7V+l) 

M 

En passant à la limite dans cette inégalité et grâce au fait que lpq^ (fN fortement dans 
L^~^ et que ipN est continue sur M (i.e. ipN G iï|'(M)), on en déduit que IIv^atHat < 1. 
D'autre part, si on multiplie l'équation (I2.17p par ip^ et on intégre sur M, on trouve que 

D'où fi > fiN,G{g)- En combinant avec l'inégalité (12.151) . on conclut que /x = fJ,N,G{.g) et 
WvnWn = 1- □ 



Remarque La méthode que l'on vient d'utiliser dans la preuve de ce théorème n'est pas 
valable dans le cas oii fiq^G^g) < 0, car l'opérateur L = Ag + h n'est plus inversible. On 
verra dans la section 13.121 que si la fonction h est proportionnelle à la courbure scalaire 
Rg de g, alors on peut s'en tirer grâce au théorème d'unicité des solutions 13. 71 
Si on reprend la même démarche utilisée pour montrer le théorème 12.11 afin de démontrer 
le théorème 12.51 on montre qu'il existe ip^ solution faible dans Hi g{M) de l'équation 
(12.13p . Plus précisément ipN est solution de l'équation (12.141) . pour tout ip ^ Hi^g{M) et 
pour q = N. Pour que ipN soit une solution de l'équation (12.141) . pour tout ip ^ Hf{M) 
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et pour g = A^, il suffit de montrer que l'équation Lu = I^N,G{g)v%^^ admet une unique 
solution faible u = (p^ & Hi g{M) puis utiliser le même argument que celui de la fin de 
la preuve de la proposition 12.31 (voir page[42|). Malheureusement, on ne peut pas conclure 
qu'il existe une telle solution (p^, car la proposition 11.41 assure l'existence d'une telle 
fonction, si / G L^(M) avec q > 2n/{n + 2), or ip^'^ E L2"/("+2)(M). 
Dans le cas positif (i.e. fi{g) > 0), le théorème 12.11 est une conséquence du théorème 12.51 
en prenant G = {id}. 

Proposition 2.5. Soit {M, g) une variété riemannienne compacte C°° . G un sous groupe 
de I{M,g). On a toujours : 

^^G{9) < ir-'(n,2)( mf^cardOG(g))'/" 

Preuve. L'inégalité est triviale si inf^^jv/ cardOG(<5) = +oo. Supposons qu'il existe une 
orbite minimale finie et soit P un point de cette orbite. Autrement dit 

inf cardOcfQ) = cardOcf-P) < +oo 

Og{P) = {Pi}i<i<ki P = Pi et k = caidOciP)- Soit la fonction définie dans la 
preuve de la proposition 12.11 que l'on note p car elle dépend du point P qu'on avait 
fixé arbitrairement. Soit donc p. les fonctions obtenues en remplaçant P par Pi dans 
l'expression qui définit Me, p. Enfin, on pose 



i=l 



D'autre part on choisit S suffisamment petit tel que pour tout a E G — {id} 

5p((5)n5.(P)(5) =0 

Puisque Ue^p^ est radiale (i.e. pour tout a G I{M,g), a*Ue,p^ = Ue^cr-'^(p-)), on en déduit par 
cette construction que la fonction Us est G— invariante, à support compact et que pour 
tout 1 < i < k : 



E{U,) = J2E{ue,pJ = kE{ue,p) et \\Ue\\% = k\\u,,p^\ 



1=1 

Finalement 



W,) = A;2/-J^(m,,p) 

La proposition 12.11 montre que lim^^^o -^g(f^e) = k'^^"K^'^(n,2) □ 



Chapitre 3 



Le problème de Yamabe avec 
singularités 



Dans ce chapitre on interprétera géométriquement les résultats obtenus dans le chapitre El 
On donnera une signification géométrique aux équations de type Yamabe qu'on a déjà 
résolues. On commence par un rappel historique sur le problème de Yamabe. 

3.1 Le problème de Yamabe 

Soit {M, g) une variété riemannienne compacte C°° de dimension n > 3, Rg désigne la 
courbure scalaire de g. Le problème de Yamabe est le suivant : 

Problême 3.1. Parmi les métriques conformes à g, existe-t-il une métrique à courbure 
scalaire constante ? 

Yamabe [?] avait posé ce problème dans le but de résoudre la conjecture de Poincaré. Si 
on pose g = Lp^/^^~'^^g une métrique conforme à g, où cp > est une fonction C°°, alors 
les courbures scalaires Rg, Rg sont reliées par l'équation suivante : 



Pour résoudre ce problème, il suffit de chercher une fonction C°°, strictement positive (p 
solution de l'équation aux dérivées partielles non linéaire ci-dessus. L'équation (13.11) est 
appelée l'équation de Yamabe. On utilise la méthode variationnelle pour résoudre cette 
équation. H. Yamabe a posé la fonctionnelle suivante, définie pour tout ip G ifi(M) — {0} 
par 



4(n - 1) 
n-2 



AgV? + Rgip = Rgip 



N-l 



(3.1) 



avec 



2n 

n-2 ■ 




(3.2) 
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ensuite, il a considéré le minimum de Ig et a défini l'invariant conforme suivant : 

fi(g) = inf Iqii') 

La difficulté majeure dans la recherche des solutions est le fait que l'inclusion de Sobolev 
Hi{M) C L'^{M) est seulement continue pour q = N. Par contre cette inclusion est 
compacte si 1 < g < A^. Yamabe a donc commencé par résoudre une "sous-équation" : 

\_2 ^9^ + = f^Mv'"' (3.3) 

où g G [2, A^[, = 2n/{n — 2) et ^iq{g) G M, ensuite a fait tendre q vers N. H. Yamabe 
a affirmé que l'ensemble {ipq > solution de (13.3p . q G [2,2n/{n — 2)[} est uniformé- 
ment borné dans C°(M). Or N. Trudinger [?] a montré que c'est seulement vrai lorsque 
f^q{g) < 0. Finalement, H. Yamabe a seulement réussi à résoudre le problème dans le cas 
négatif et nul de fi{g). Le cas positif est resté ouvert jusqu'à ce que T. Aubin [?] montre 
qu'il suffit de prouver la conjecture suivante pour résoudre le problème dans tout les cas. 

Conjecture 3.1 (T. Aubin [?]). Si {M, g) est une variété riemannienne compacte C°° 
de dimension n et non conformément difféomorphe à {Sn,gcan) alors 

lj{M,g) < fi{Sn,gcan) (3.4) 

Où ^i{M,g) = inf{J,(^), ^ G H,{M) - {0}} 
Dans la suite, on écrira fi{g) en place de ^{M,g). 

T. Aubin a montré que cette inégalité est vraie pour les variétés de dimension n > 6, non 
conformément plates et pour les variétés conformément plates de groupe fondamental 
fini, non trivial. Le cas des variétés conformément plates et des dimensions 3,4 et 5 a 
été résolu par Schoen [?], en admettant le théorème de la masse positive. Finalement, la 
conjecture ci-dessus est toujours vraie. Grâce essentiellement aux travaux de Yamabe [?], 
T. Aubin [?] et Schoen [?], le problème de Yamabe est complètement résolu dans le cas 
des variétés riemanniennes compactes C°° (voir aussi [?],[?], [?] pour résolution avec une 
méthode topologique). 

Théorème 3.1 (Aubin-Schoen). Soit M une variétés compacte C^, de dimensionn > 3. 
pour toute métrique riemannienne g de classe C°° , il existe une métrique conforme g = 
de courbure scalaire constante Rg, où (p est une fonction C°° , strictement posi- 
tive, qui minimise la fonctionnelle de Yamabe Ig. 

On s'intéresse maintenant au problème de Yamabe avec singularités. 
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3.2 Choix de la métrique 

Soit M une variété compacte C°° de dimension n > 3 et g une métrique riemannienne 
sur M. 

Hypothèse (H) : g est une métrique dans l'espace de Sobolev H2{M,T*M ®T*M) avec 
p > n. Il existe un point Pq E M et ô > tels que g est C°° sur la boule Bp^{ô). 

Les métriques que l'on considère sont dans l'espace H2{M,T*M ® T*M), défini dans la 
section ll.3[ On a choisi cet espace de métriques pour donner un sens aux courbures, qui 
sont donc dans L^. (On peut supposer g de classe dans la boule -Bpo(5) au lieu de (7°^, 
mais ce n'est pas un point important). 

En fait, l'objectif de cette partie est surtout d'étudier le problème de Yamabe dans le cas 
où la métrique g a un nombre fini de points de singularités et est C°° en dehors de ces 
points, l'hypothèse (H) généralise ces conditions et précise la notion de "singularité". 
Par les inclusions de SobolevIUl H^{M,T*M ®T*M) C C^''^{M,T*M 0T*M), pour un 
certain (3 e]0, 1[. Donc les métriques qui satisfont l'hypothèse {H) sont de classe C^''^. Les 
Christoffels sont dans et les courbures de Riemann, Ricci et scalaire sont dans car 
elles font appel à la dérivée seconde de la métrique g qui est seulement dans L^. Comme 
exemple de métrique qui satisfait l'hypothèse (H), on peut considérer g = {1 + p'^~°')"^go, 
où est une métrique C°°, a e]0, 1[ et p est définie dans 11.71 Les dérivées secondes de g 
ont alors des singularités du type 

Dans la suite, beaucoup de résultats seront vrais pour toute métrique dans iff (M, T*M® 
T*M), avec p > n/2 (c'est la valeur minimale de p qui donne un sens à la fonctionnelle de 
Yamabe. Le cas p = n/2 est un cas critique, il est hors de considération). L'hypothèse (H) 
impose en plus que la métrique est C°° dans une certaine boule et que p > n. On rajoute 
la condition p > n pour que les Christoffels de la métrique g G H^^M, T* M ®T* M) soient 
continus. L'hypothèse {H) est suffisante pour montrer la conjecture 13.11 (cf. théorème 13.51) 
et pour construire la fonction de Green du Laplacien conforme (cf. section 13751 ). 
On considère le problème suivant : 

Problême 3.2. Soit g une métrique qui satisfait l'hypothèse (H). Existe-t-il une métrique 
g conforme à g pour laquelle la courbure scalaire Rg est constante (même aux points où 
Rg n'est pas régulière) ? 

Il est clair que si la métrique initiale g est de classe C°°, alors le problème ci-dessus n'est 
autre que le problème de Yamabe 13.11 qui a été déjà complètement résolu. On montrera 
plus loin que la réponse à ce problème est positive. La proposition suivante, permet de 
préciser ce que l'on entend par changement de métrique conforme lorsque les métriques 
sont dans iff . 

Proposition 3.1. Soit g une métrique dans et & iff(M), strictement positive. Si 

4 

P > n/2 alors la métrique g = ip"-'^g est bien définie, et elle est dans le même espace que 
9- 
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Preuve. Cette proposition découle du fait que H^i^M) est une algèbre, pour tout p> n/2 
(cf. proposition ll.il page[22|). □ 

3.3 Le Laplacien conforme 

Définition 3.1. Le Laplacien conforme d'une variété riemannienne {M, g) est l'opérateur 
Lg défini par : 

n-2 

3.3.1 L'invariance conforme faible 

Il est bien connu que le Laplacien conforme lorsque g est C°°, est conformément invariant, 
c'est à dire qu'il vérifie (13.51) fortement. On montre qu'on a toujours la même propriété 
lorsque la métrique est dans H^{M, T*M (g) T*M). 

Proposition 3.2. Soient M une variété compacte de dimension n > 3 et g E 

4 

iff T*M ® T*M) est une métrique riemannienne sur M, avec p > n/2. Si g = tp^^g 
est une métrique conforme à g, avec ip G iff (M) et > 0, alors L est faiblement confor- 
mément invariant, autrement dit 

Vn G Hi{M) i)^Lg{u) = Lg{tpu) faiblement (3.5) 

De plus si fi{g) > alors le Laplacien conforme Lg = Ag + -^^zî^Rg ^st inversible et 
coercif. 

2n 

Preuve. Rappelons que avg = ip "-2 dv et que 



\fu,w G L2(M) iu,w)g^L^ = / ■ 



uwdVg 



est le produit scalaire sur l'espace L'^{M) muni de la métrique g. 
Pour tout u,w e Hi{M) : 

2n 

{ll)^-^LgU,W)g^L'^ = {LgU,W)g^L^ 

r n — 2 

= / â'(VM, Vw) + — —Rguwdvg 

JM — i) 

^ g{Vu,Vw) + _ Rgijj^-^iuwijjjdvg 
4:[n i) 



D'autre part, on sait que les deux courbures scalaires Rg et Rg sont reliées par l'équation 
de Yamabe (13. ip . ce qui est équivalent à 



n — 2 n + 2 

Ln'P = T7 r-Rô'^""^ faiblement 

4(n — 1) 
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ce que l'on écrit 

n — 2 n+2 

OÙ il y a un abus de notation car uwip n'appartient pas forcément à L?{M). Par contre 
Lg^ E LP{M) C L"/2(M) et uw^ G L"/("-2)(^^)^ jg produit est donc bien défini. Par 
conséquent 

{ip^LgU, w)g^L^ = I ip^giVu, Vw) + giVip, V{uwi!)) + — \-Rgi!{uwilj)dvg 
Jm 4(n - 1) 

r n — 2 

= / giVi^u),Viw^)) + - -Rg{'ilju)iwtlj)dvg 

= {lljLg{^lljU),W)g^L-^ 

On a utilisé le fait que uip et wip appartiennent à iïi(M), car on a les inclusions 

Hl{M) C C^-["/p]''3(M), Hl{M) C L^{M) et Hi{M) C L^^{M) 

Maintenant, montrons que Lg est inversible et coercif. Soit A la plus petite valeur propre 
de Lg, de fonction propre (p G Hi{M) positive, non identiquement nulle, alors 

MMl = {Lg<^,<p)g,L^ = igi'p^'pWlf > fi{g)y\\% > 

d'où A > 0. Il suffit donc d'appliquer la proposition 11 .41 

□ 



3.4 L'invariant conforme de Yamabe 

Dans le cas des métriques de classe C°°, fi{g) est un invariant conforme, ce qui signifie 
que si g et g sont deux métriques conformes de classe C°° alors 

M = ^(^) 

(voir la section [3TT] pour la définition). La proposition suivante montre qu'on peut étendre 
cette propriété à des métriques dans iff. Elle nous permettra aussi de prendre une mé- 
trique quelconque dans la classe conforme [g] comme métrique initiale, tout en gardant la 
valeur de fi{g) inchangée. 

4 

Proposition 3.3. Soit M une variété compacte C°°, de dimension n. Soit g et g = if) "-^ g 

deux métriques dans H2, avec ip G i/f (M), strictement positive. Si p > n/2 alors 
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Preuve. Soient u G Hi{M) une fonction test et Ig la fonctionnelle de Yamabe (13.2p . 
Remarquons que E{u) = {Lg{u),u)gL2. Donc 

Ig{u) = {Lg{u),U)g^L2\\U'^\\-^ 

De la proposition 13.21 on en déduit que 

Ig{u) = {Lg{ipU),ipU)g^L2\\U'lP\\jj^ 

Finalement 

Igiu) = Ig{lPu) (3.6) 

ce qui implique que ^{g) = fi{g), et que cet invariant dépend seulement de la classe 
conforme [g] et de la variété M. □ 



3.5 La fonction de Green du Laplacien conforme 

Définition 3.2. Soit {M, g) une variété riemannienne compacte et P un point de M. On 
appelle fonction de Green au point P d'un opérateur linéaire L, la fonction Gp qui vérifie 
au sens des distributions 

LGp = ôpi^ V/ e C^iM) {Gp, Lf) = f{P)) 

La fonction de Green peut être vue comme l'inverse de l'opérateur L, lorsque ce dernier est 
inversible. La proposition 13. 51 montre l'existence d'une telle fonction pour un opérateur du 
type L = A+h avec h > continue. Malheureusement, la méthode utilisée pour construire 
cette fonction de Green n'est pas valable lorsque la fonction h est dans L^^M). Ce cas se 
présente pour le Laplacien conforme Lg, car Rg G L^{M). Mais, grâce à la proposition [3Sl 
on pourra s'en tirer, et obtenir le corollaire I3.7[ Pour montrer son existence lorsque h est 
continue, on aura besoin du résultat suivant dû à G. Giraud [?] (On peut aussi consulter 
[?], page 108). 

Proposition 3.4. Soit Q un ouvert d'une variété riemannienne compacte {M, g), (p, ijj 
deux fonctions continues sur Vt Vt — {{x , x) G i7 x i7} qui vérifient : 

|^(P,g)| < c(rf(P,g))"-" et \i^{P,Q)\ < c{d{P,Q)f-^ 

pour tout {P,Q) e Q X Q — {{x,x) G fi x Q}, où a, (3 g]0, n[. 
alors la fonction x définie par : 

x{P,Q)= [ ^{P,R)HR,Q)MR) 

Jn 

est continue sur Q x Q — {(x, x) E Q x Q} et est vérifie : 

(c{d{P,Q))''+'^-'' sîa + (3<n 
\xiP,Q)\ < l c{l + \ogd{P,Q)) sîa + P = n 

si a + (3 > n 

dans le dernier cas la fonction x est continue sur VL xVL. 
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Proposition 3.5. Soit M une variété compacte C°° de dimension n > 3, h une fonction 
continue, strictement positive et P un point de M . g une métrique qui satisfait l'hypo- 
thèse (H) (cf. section fX^j . // existe une unique fonction de Green Gp de l'opérateur 
L = Ag + h qui satisfait au sens des distributions LGp = ôp et 

(i) Gp est C^ sur Bp^{ô) - {P} 

(ii) Gp G C^iM - {P}) 

(m) // existe c> tel que pour tout Q e M - {P}, \Gp{Q)\ < cd{P, Q)^-" 

Preuve. L'unicité de Gp est due au fait que L est inversible. En effet, si A est une valeur 
propre de L et <yj une fonction propre, non identiquement nulle, associée à A alors 

X\\ip\\l = {Lip,ip)L2 = E{ip) > 

D'où A > 0. Pour conclure, il suffit d'appliquer la proposition ll.4[ En ce qui concerne 
l'existence de cette fonction, on reprend la construction de T. Aubin [?] pour le Laplacien, 
dans le cas des métriques C°°. On choisit /(r) une fonction radiale décroissante C°° 
positive, égale à 1 pour r < 6/2 et nulle pour r > ô{M), le rayon d'injectivité de M. On 
définit les fonctions suivantes : 



H{P, Q) = , ^^1} r^-" avec r = d{P, Q) 

V\P,Q) = -LqH{P,Q) 
VzgN* r+^(P,Q)= / r{P,S)T^{S,Q)àv{S) 

J M 

où LqH{P, Q) signifie qu'on applique l'opérateur L à la fonction H{P, Q) par rapport à 
Q. 

On observe que est continue sm M x M — {{Q,Q) G M x M}, et il existe c > tel 
que pour tout P,QeM: 

\T\P,Q)\<cd{P,Qf-'' 



En utilisant la proposition 13.41 on montre les inégalités suivantes : 

{cd{P, g)2^-" si2i<n 
c(l + log rf(P,Q)) si2i = n 

c si 2i > n 

La fonction de Green de L s'écrit 

Gp{Q) = H{P, g) + V / r(P, S)H{S, Q)dv{S) + Fp{Q) (3.7) 
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où Fp est une fonction que l'on détermine dans les lignes qui suivent. On prend k = [n/2] 
alors T^~^^{P, ■) est continue (cf. proposition 13.4p . On veut LqGp{Q) = pour Q ^ P. On 
a l'identité 

^(Q) = A, / HiP,Q)^P{P)àviP)- [ /\QH{P,Q)^{P)àv{P) 
(La preuve est donnée dans [?], page 106). D'où 

m)=L[ H{P,Q)i^{P)àv{P)- f LQH{P,Q)i^{P)àv{P) 

JM JM 

En utilisant cette dernière identité, on trouve que 

LqGp{Q) = -V^+\P,Q) + LqFp{Q) 
Puisque L est inversible, il suffit de poser Fp comme l'unique solution de l'équation 

LFp = T''+\P,-) 
Par le théorème de régularité 11.91 Fp est de classe C^. 

(i) Comme LgGp = sur -Bp(,(5) — {P} et que la métrique est C°° sur Bpg{ô), le théorème 
de régularité affirme que Gp est C°° sur Bp^^ô) — {P}, avec P G M et Bp^^ô) — {P} = 
Bp,{ô) si P^Bp,{ô). 

{ii) On a aussi LGp = sur M — {P}. On conclut par le théorème de régularité que Gp 
est C2 sur M - {P}. 

(m) En observant l'expression (13. 7p qui définit Gp, on remarque que le terme dominant, 
au voisinage de P, est bien H{P, Q), donc pour tout P Q, 

\Gp{Q)\ < cd{P,Qf-'' 

□ 

4 

Proposition 3.6. Soit g une métrique dans Hl^i^M^T* M ® T*M), g = ip'^g une mé- 
trique conforme à g, avec ip G iffl^); strictement positive et p > n/2. On suppose que 
le Laplacien conforme Lg admet une fonction de Green Gp, alors Lg admet aussi une 
fonction de Green notée Gp et elle donnée par 

Vg G M - {P} Gp{Q) = ^{P)^{Q)Gp{Q) 

Preuve. Pour toute fonction (p G C°°(M) : 

{i;iP)ijGp,Lg^)g = i;iP) [ GpV^L,[V^(^)]dt;, 

JM V 

= ^(P) / GpLg^àV~g 

Jm ^ 

= i,{P){Gp,Lg^)g 
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La deuxième égalité ci-dessus vient de l'invariance conforme faible du Laplacien conforme 
(cf. proposition 13.21) . La troisième inégalité est réalisée car pour tout Q G M — {P} 

\Gpm<cd{P,Qf-'' 

donc Gp e L'{M), pour tout 1 < s < n/(n - 2) et Lg^ e Lp{M) avec p > n/2. On peut 
donc choisir s pour que {Gp, Lg^)g soit fini. □ 

Proposition 3.7. Soit M une variété compacte C°° de dimension n > 3. g une métrique 
riemannienne qui satisfait l'hypothèse (H). Si jj.{g) > 0, alors le Laplacien conforme Lg 
admet une fonction de Green Gp^, qui satisfait au sens des distributions LGp^ = ôp^ et 
{{) Gp, estG^ sur Bp,{ô) - {Po} 
{ii) Gp, e Hl{M - Bp, {r-)) pour tout r > 0. 

(m) // existe c> tel que pour tout Q G Bp,{ô) — {Po}, \Gp,{Q)\ < cd{Po,Q)^~"' 

Preuve. Puisque fi{g) > 0, Lg est nécessairement inversible. On en déduit que si Lg 
admet une fonction de Green, celle-ci est unique. La proposition 12.31 permet de montrer 
que l'équation 

n — 2 

+ -^^^^^^9^ = i^^daW (3.8) 

admet une solution ip G H^^M), strictement positive (pour q < N suffisamment proche 
de iV et G = {id}). De plus, puisque la métrique g est C°° dans Bp,{ô), les théorèmes de 
régularité montrent que ip est également G°° dans cette même boule. La métrique g := 

4 

ip^^g satisfait donc l'hypothèse (H). D'après l'équation de Yamabe (13. ip (cf. page [47ll . 
la courbure scalaire de la métrique g est 

Par conséquent, Rg est continue et strictement positive car fiq^cig) > 0. On est maintenant 
en mesure d'utiliser la proposition 13.51 qui assure l'existence d'une fonction de Green Gp, 
du Laplacien conforme Lg pour la variété M muni de la métrique g. Par la proposition [HEl 
on conclut que Gp, = ilj{Po)ipGp, est la fonction de Green du Laplacien Lg. Comme les 
métriques g et g sont G°° sur Bp,{ô) et que Gp, satisfait les propriétés de la proposition l3.5l 
les propriétés énoncées pour Gp, sont vérifiées. □ 

On dit la fonction de Green Gp est normalisée si 

limr^~"Gp{Q) = 1 

Autrement dit, si Gp est normalisée alors 

LgGp = {n - 2)ujn-iôp 

où r = (i(P, Q) et ujn_i est le volume de la sphère 5'„_i. Lorsque il s'agit de la fonction de 
Green Gp, du Laplacien conforme Lg, on peut toujours la normaliser car elle est d'ordre 
gardera la même notation pour la fonction de Green normalisée. 
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3.6 La métrique de Cao-Gûnther 

Dans l'article [?] sur le problème de Yamabe, J.M. Lee et T. Parker ont montré que sur 
une variété riemannienne (M, g), il existe un système de coordonnées normale {{Ui, 
et une métrique g' conforme à g tels que det g' = 1 + 0{\x\"^) avec m aussi grand que l'on 
veut. J. Cao [?] et M. Giinther [?] ont montré (indépendamment) qu'on peut avoir, en 
fait, det g' = l. 

Définition 3.3. Soit {M, g) une variété riemannienne compacte, g est une métrique de 
Cao-Gûnther, si elle est conforme à g et s'il existe un système de coordonnées dans lequel 
det g = 1. 

Théorème 3.2 (Cao-Giinther). Soient M une variété de dimension n et de classe (7"+^'^ 
avec a eN, P g]0, 1[. g une métrique riemannienne de classe (7"+^'^, et P un point de M. 
Alors il existe une fonction (f strictement positive, de classe C"''^^'^ , avec j3' g]0,/5[ telle 
que det{(pg) = 1, dans un système de coordonnées normales pour la métrique (pg d'origine 



On remarque que si la métrique g G if|'(M, T* M ®T* M) avec p > n, alors elle est de classe 
C^'^, la variété {M, g) admet une métrique de Cao-Giinther. Il n'est donc pas utile de 
supposer que la métrique g est C°° dans une boule pour l'existence de telles coordonnées. 

3.7 Le théorème de la masse positive 

Dans cette section, on rappelle les résultats obtenus au sujet de la masse positive. 

Définition 3.4. Une variété riemannienne M muni d'une métrique C°°, g est dite asymp- 
totiquement plate d'ordre t > 0, s'il existe une décomposition M = Mo U Moo (avec Mq 
compacte) et un dijféomorphisme Moo ^ M" — Br{P) pour un certain R> tels que : 



quand p = \z\ ^ +oo dans les coordonnées {z^} induites sur Moo- Les {2;*} sont appelés 
les coordonnées asymptotiques. 

On écrit gij = Sij + 0"{p~'^) si gij satisfait (13.91) . D'une façon analogue, on peut définir 
O" pour tout fonction. 

Définition 3.5. Etant donné une variété riemannienne asymptotiquement plate {M, g) 
avec des coordonnées asymptotiques {z^}, on définit la masse de la façon suivante : 



P. 



gij = 5ij + 0{p ^), dkgij = 0{p ^ ^), dkigij = 0{p ^ ^) 



(3.9) 
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Cette définition de la masse dépend des coordonnées asymptotiques. R. Bartnik [?] a 
montré que si {M, g) asymptotiquement plate d'ordre r > (n — 2)/2, alors m^g) est bien 
définie et dépend seulement de la métrique g. 
Le théorème de la masse positive s'énonce comme suit : 

Théorème 3.3. Soit {M, g) une variété riemannienne de dimension n > 3, asymptoti- 
quement plate d'ordre r > {n — 2)/2, de courbure scalaire positive. La masse m{g) est 
toujours positive ou nulle. De plus m{g) = si et seulement si (M, g) est isométrique à 
l'espace euclidien {M.^,S) muni de sa métrique canonique. 

Beaucoup de mathématiciens ont contribué à la preuve de ce théorème, essentiellement 
T. Aubin [?, ?] R. Schoen et S.T. Yau [?, ?, ?], E. Witten [?]. 
Récemment T. Aubin [?] a montré que : 

Théorème 3.4. Si g est une métrique de Cao-Gûnther, Lg est inversible et si au voisinage 
de Pq E M la fonction de Green normalisée Gpg de Lg s'écrit 



avec r = d{Po,Q), alors A> sauf si {M, g) est conformément difféomorphe à la sphère 
{Sn,gcan), Ququcl cas A = 0. 

On utilisera les deux théorèmes 13.31 13.41 sous réserve de leur validité. 



3.8 Théorème d'existence de solutions sans présence de 
symétries 



Théorème 3.5. Soit M une variété compacte C°° de dimension n > 3, g une métrique 
riemannienne qui satisfait l'hypothèse (H). Si {M, g) n'est pas conformément difféomorphe 
à la sphère {Sn,gcan), alors ^i{g) < K~^{n,2). 

On montre ce théorème sous réserve de la validité du théorème 13.41 



Ce théorème affirme que la conjecture de T. Aubin [3TT] reste vraie pour des métriques qui 
satisfont l'hypothèse (H) (pas nécessairement C°° partout). 

Pour montrer ce théorème, on se base sur les travaux de T. Aubin et R. Schoen dans le 
cas où g est C°°. La stratégie est la suivante : on construit des fonctions test pour la fonc- 
tionnelle Ig, à support dans des petites boules géodésiques. Puisque le problème est local 
et que la métrique g est sur la boule Bp^^ô), alors la preuve du théorème ci-dessus 
est identique à celle dont la métrique g est C°° sur M (c'est pour cette raison qu'on a 
supposé que la métrique est C°° dans la boule Bp^^ô)). On prendra donc les fonctions test 
de T. Aubin et R. Schoen à support dans -Bp„(5). 



G'Po(Q)=r2-" + yl + 0(r) 
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Preuve du théorème \ 3.5i Si fi{g) < alors l'inégalité est triviale. À partir de main- 
tenant jusqu'à la fin de la preuve, on suppose que iJ,{g) > 0. Quitte à considérer une 
métrique conforme, on peut supposer que g est la métrique de Cao-Giinther donnée par 
le théorème I3.2[ En eff'et, fi{g) est un invariant conforme d'après la proposition I3.3[ 
Deux cas se présentent : 

(a) Soit (M, g) n'est pas conformément plate en Pq et n > 6. Dans ce cas, on pose (p^ = rjv^ 
î] une fonction cut-off de support dans Bp^^{2e), i] = 1 sur Bpf^{e), 2e < ô et 



Si 



^^(Q) = ^;:^J r = d(Po,Q) 

Comme suppip C Bp^^ô) et que la métrique g est de classe C°° sur cette boule, on obtient 
le lemme suivant (cf. T. Aubin [?]) : 



Lemme 3.1. 




2) - c|M/(Po)| V + o{e^) sîn>6 

-c\W{Po)\^eHog^ + 0{e^) st n = 6 



où \ W{Po)\ est la norme du tenseur de Weyl au point Pq. 

J.M. Lee et T. Parker ont donné une preuve simple de ce lemme, en utilisant les co- 
ordonnées géodésiques conformes en Pq (cf. [?]). Par hypothèse la métrique n'est pas 
conformément plate au voisinage de Pq et n > 6 donc |Vr(Po)| ^ d'où iJ,{g) < K~^{n, 2). 
(6) Soit {M, g) est conformément plate en Pq ou n = 3, 4 ou 5 : Puisque fi{g) est un in- 
variant conforme, quitte à considérer une métrique conforme à g, on peut supposer que la 
métrique est celle de Cao-Giinther et que la fonction de Green normalisée Gp^, construite 
dans la proposition 13.71 s'écrit : 

Gp,{Q)=r^-^ + A + 0{r) 

au voisinage de Pq, avec r = d{PQ,Q) (cf. l'article de J.M. Lee et T. Parker [?] pour la 
preuve de ce développement limité). 

Si la métrique g satisfait 1' hypothèse (H) et que (M, g) n'est pas conformément difféo- 
morphe à la sphère {Sn,gcan), par le théorème 13.41 nous savons que A> 0. Considérons 
alors ipe, la fonction test introduite par R. Schoen [?], définie pour tout Q & M par : 

v^{Q) si Q G Ppo(po) 
ifeiQ) = { eo[Gp, - r^{Gp, - r^-" - A)]{Q) si Q G Bp,{2p^) - BpM 
eoGp,iQ) siQeM-Bp,i2po) 

avec 2po < (^r^)*^""^'*''^ = ^o(Po " + A) et r] une fonction réelle positive C°°, décrois- 
sante sur M+, à support dans ] — 2po,2po[i identiquement égale à 1 sur [0,po]i dont le 
gradient vérifie |V77(r)| < Pq^. Puisque la métrique g est C°° sur Ppq(2po) C Ppo(5) et 
que Gpg G -fff (M — Bp^^^po)) (voir le corollaire 13.7p . alors on a l'estimée suivante de p{g), 
obtenue par R. Schoen [?] : 



3.9. UNICITÉ DES SOLUTIONS 
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Lemme 3.2. 

M < IgiVe) < K-\n, 2) + celicp^ - A) 

Comme A > alors on peut choisir po suffisamment petit (cpo < ^) pour que jjL{g) < 
K-^{n, 2). 

□ 

On est maintenant en mesure d'énoncer le théorème qui résout le problème 13.21 pour les 
métriques qui satisfont l'hypothèse (H). 

Théorème 3.6. Soit M une variété compacte C°° de dimension n > 3, g une métrique 
riemannienne qui satisfait l'hypothèse (H), alors il existe une métrique g conforme à g 
ayant une courbure scalaire Rg constante, solution du problème \3.Ë . 

Ce théorème affirme qu'il existe toujours des solutions pour l'équation de type Yamabe (12.11) 
(page[33|) et que l'hypothèse du théorème 12.11 est toujours satisfaite avec h = -^^^Rg. 

Remarque Dans l'énoncé du théorème 12.11 la métrique g est supposée être de classe 
C°°. Ce théorème reste vrai si l'on suppose que la métrique est dans iff avec p > n. Pour 
le voir, il suffit de remarquer que si g E iff , il existe une solution faible pour l'équation 
(12. ip (preuve identique). La seule chose qui peut changer est la régularité de la solution 
faible. Dans ce cas, on aura la même régularité car les coefficients de sont continus. 

Preuve. Si {M, g) est conformément difféomorphe à la sphère Sn, munie de la métrique 
canonique gcan, alors il n'y a rien à montrer car {Sn, gcan) est à courbure scalaire constante. 
Sinon {Mn,g) n'est pas conformément difféomorphe à {Sn,gcan)- Au quel cas, on a l'in- 
égalité 

M<K-'in,2) 

par le théorème 13.51 Le théorème 12.11 nous fournit une solution ip G iJf(M), strictement 
positive, de l'équation (12. ip . où h = -^^zx)Rg et h = fi{g). D'après l'équation (13.10 . la 

métrique g = ip'^g est à courbure scalaire constante Rg = ^^^ïy^p(5'). □ 

3.9 Unicité des solutions 

Pour le problème de Yamabe classique (i.e. la métrique g est C°°), on sait qu'on a unicité 
des solutions à une constante multiplicative près dans le cas où l'invariant conforme de 
Yamabe iJ,{g) est négatif ou nul. Le théorème suivant, montre qu'on a toujours les mêmes 
résultats lorsque la métrique est seulement de classe iff, avec p > n. 

Théorème 3.7. Soit g une métrique dans H^{M,T*M ®T*M), avecp> n. Si ^i{g) < 0, 
alors les solutions de l'équation ()3.ip sont uniques à une constante multiplicative près. 
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Preuve. Soit ipi et ip2 deux solutions strictement positives de l'équation (I3.ip . Les mé- 

4 

triques Çi = ^i"^ g sont à courbures scalaires constantes où i = 1 ou 2. On pose 

4 

ip = —, donc Qi = ^/'"-2(72- Ce qui entraîne que ip satisfait 

n — 2 ^ ^ n — 2 ^ n+2 

Par le théorème de régularité 11 .91 on en déduit que ip est de classe C^'^ car les coefficients 
du Laplacien sont C°. En effet, dans une carte locale : 

et les Christoffels sont donnés par 

= g'^^digij + d^ga - digij) 

Ils sont dans Hf, et continus si p > n. D'autre part, remarquons que -Ri et R2 sont 
forcément de même signe. Pour le voir, il suffit d'intégrer l'équation f l3.10p sur M, avec 
l'élément de volume de (72, et utiliser le fait que l'intégrale du Laplacien d'une fonction 
est toujours nulle. 

Si fi{g) < 0, alors Ri < pour i = 1 et 2. Supposons que atteint son maximum 
en Qi G M et son minimum en Q2 & M alors Ag^ip^Qi) > et Ag2^(Q2) < 0. Par 
conséquent, si on évalue l'équation (13.101) au point Qi et Q2, on obtient les deux inégalités 
suivantes : 

iti ihi 
de là on tire que ^ = et que (pi et ip2 sont proportionnelles. 

Si fj.{g) = alors Ri = R2 = et l'équation (j3.10l) est réduite à Ag^ip = 0, d'où ip est 
constante. □ 



3.10 Application 

Prenons le cas particulier d'une métrique 

g. = {l + p^'^rgo 

où go est une métrique riemannienne C°°, a g]0, 1[ et pp^ la fonction distance donnée par 
la définition 11.71 (page [231). Les dérivées secondes de ga ont des singularités du type p~", 
ce qui entraîne qu'il existe une fonction continue Ro telle que la courbure scalaire de g soit 
de la forme Rg^ = Cette fonction est dans W^M), si p < ^. Comme a g]0, 1[ alors on 
peut trouver un p > n car ^ > n. Pour cette valeur de p, on conclut que la métrique g^ 
est dans H^{M,T*M ® T*M) et elle satisfait l'hypothèse (H) car la fonction pp^ est 
sur Bpg{ô{M)) — {Pq}, avec ô{M) le rayon d'injectivité de M. 



3.11. LE PROBLÈME DE YAMABE ÉQUIVARIANT 
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Soit ip une fonction strictement positive dans H^i^M) et g = ip^^Ça une métrique 
conforme à Ça. Si on veut que g soit une métrique qui résout le problème 13.21 (cf. page HOjl 
alors il suffit que soit solution de l'équation de type Yamabe fl2.10p . D'après le théorème 
13.61 et la proposition 12.21 une telle solution existe toujours. 



3.11 Le problème de Yamabe équivariant 
3.11.1 Le problème de Hebey-Vaugon 

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte C°° de dimension n. G un sous groupe 
du groupe d'isométries I{M,g). E. Hebey et M. Vaugon [?] ont considéré le problème 
suivant : 

Problême 3.3. Existe-t-il une métrique go, G— invariante qui minimise la fonctionnelle 

où g' appartient à la classe G— conforme de g : 

[gf:={~g = efg/feC^iM),a*g=~g Va G G} 
(Les définitions sont données dans la section [2?2l) . 

Ils ont démontré que ce problème à toujours des solutions, sous réserve de la validité du 
théorème de la masse positive 13.31 La résolution de ce problème a deux conséquences. 

La première est l'existence d'une métrique go, /(M, (7)— invariante et conforme à g, telle 

4 

que la courbure scalaire de go est constante. En effet, si go = (p"~'^g est une métrique 
qui minimise J, alors (p est /(M, (7)— invariante, solution de l'équation d'Euler-Lagrange 
de J. Cette équation est bien celle de Yamabe (13.11) . avec Rg = Rg^ une constante qui 
joue le rôle de la courbure scalaire de go. La deuxième conséquence est que la conjecture 
de A. Lichnerowicz [?] ci-dessous est vraie. Par les travaux de J. Lelong-Ferrand [?] et 
M. Obata [?], on sait que si {M, g) n'est pas conformément difféomorphe à {Sn,gcan) alors 
le groupe conforme C{M,g) est compact et il existe une métrique g' conforme à g telle 
que IiM,g')=C{M,g). 

Conjecture 3.2 (A. Lichnerowicz [?]). Pour tout variété riemannienne {M, g), com- 
pacte C°° , de dimension n et qui n'est pas conformément difféomorphe à {Sn,gcan), 'il 
existe une métrique g conforme à g de courbure scalaire Rg constante et pour laquelle 
I{Mrg)=C{M,g). 

On a déjà remarqué que les métriques qui résolvent le problème de Hebey-Vaugon 13.31 
sont nécessairement solutions de l'équation de Yamabe (13. ip . Par conséquent, le problème 
de Yamabe classique, décrit à la section 13.11 correspond au cas particulier G = {id} du 
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problème I3.3[ 

Au début de ce chapitre, on a rappelé le problème de Yamabe, ensuite on a montré que 
les équations de type Yamabe (12.11) admettent toujours des solutions, si la fonction h est 
proportionnelle à la courbure scalaire Rg (cf. théorème 13.61) . On essaye de faire le même 
travail lorsque un sous groupe G du groupe d'isométries agit sur M. Les métriques ne 
seront pas nécessairement C°°, mais elles vérifient l'hypothèse (H) (cf. section [3^ . 

Problême 3.4. Supposons que la métrique g G H2{M,T*M ® T*M). Existe-t-il une 
métrique g dans la classe conforme G— invariante de g qui minimise la fonctionnelle J et 
pour laquelle la courbure scalaire Rg est constante partout ? 

Si la métrique g est C°° alors ce problème est exactement le problème de Hebey-Vaugon [373l 
Si la métrique g minimise la fonctionnelle J définie au début de la section 13.111 alors la 
courbure scalaire de g est automatiquement constante. Plus précisément, si ^ = il)^^^'^~'^^g^ 
avec ip G H^i^M)^ strictement positive et G— invariante, alors ip est solution de l'équation 
de Yamabe (13. ip . 

3.11.2 L'invariant de Yamabe G— conforme 

Soit Ig la fonctionnelle de Yamabe définie par (13. 2p (page [17|). Pour ce problème, on 
considère seulement des fonctions test dans Hi^g{M), l'espace des fonctions dans ifi(M), 
G— invariante. 

Définition 3.6. L'invariant G— conforme de Yamabe Hcid) ^st défini par : 
La proposition suivante justifie la terminologie employée. 

Proposition 3.8. Soit M une variété compacte g G H^{M,T*M ® T*M) une mé- 
trique riemannienne, avec p > n/2. Alors 

1- l^cig) = inf g, ^[g]GJ {g') 

2. Sig e \gf alors fidg) = fJ-cig)- 
Preuve. Pour tout g' G [g]''^, il existe ^ H2q{M), strictement positive telle que g' = 

4 

ïp"-2g. Par l'équation de Yamabe (13.11) : 



n + 2 ^ n — 1 

= ^-—{A -Ag^ + Rg^) 



En intégrant cette équation sur M par rapport à l'élément de volume df^/, on obtient 

f f Ti — 1 Tl — 1 

/ Rg'dvg,= ^l;(A—-Ag^l; + Rg^l;)dvg = A—-EW 
J M J M II — ^ n — z 
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D'autre part 

Jm 

On en déduit que 



71 — 1 

A9')='^^W) (3-11) 

En prenant la borne inférieure, on obtient la première propriété. Pour la seconde propriété, 
il suffit de reprendre la preuve de la proposition l3.3[ En effet, si g' est la métrique considérée 
ci-dessus alors, d'après l'équation f l3.6p 

□ 



3.12 Théorème d'existence de solutions en présence de 
symétries 

Théorème 3.8. Soit M une variété compacte C°° de dimension n > 3. g une métrique 
riemannienne qui appartient à H2{M,T*M ® T*M), avec p > n. Si 

alors l'équation (j3.1l) admet une solution strictement positive G H2q{M) C C^~^^^^'^'^{M) , 

4 

G— invariante. De plus la métrique g = (p'^g est solution du problème \3.4\ et de courbure 
scalaire constante Rg = ^^^j^/iclô')- 

Preuve. Si ^cig) < 0, d'après le théorème 13.71 les solutions de l'équation de Yamabe 
sont proportionnelles. Si y? est une solution de 03. ip alors pour tout a E G, a*ip est 
également une solution. Il existe donc une constante c > telle que a*ip = ap. D'autre 
part, ||cr*v5||2 = llv^lh- On en déduit que c = 1 et que ip est G— invariante. 
Supposons que ^aig) > 0. Notons que 

ir-2(n,2) = ln(n-2V^/" 

l'expression de K{n,q) est donnée dans le théorème 11.51 (page (11. Sp ). Il suffit d'appliquer 
le théorème 12.51 pour h = j^^^Rg, qui entraîne que l'équation (13.11) admet une solution 
ip G H2q{M), strictement positive et minimisante pour la fonctionnelle Ig. D'après la 

4 

relation (I3.1ip . la métrique ^p'^g minimise la fonctionnelle J'. □ 
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Remarque D'après le théorème 13.81 la condition suffisante, pour trouver une solution 
G— invariante de l'équation de Yamabe (13.11) est que l'inégalité 

f^cig) < n{n - l)^^/_"i(cardOG(P))^/" 

soit toujours vraie. 

On a vu que dans le cas particulier oùG = {id}, cette inégalité est vraie pour toute variété 
compacte {M, g), non conformément difféomorphe à {Sn,gcan), munie d'une métrique g 
qui satisfait l'hypothèse (H) (cf. théorème 13.5p . 

Dans le cas où G est un sous groupe quelconque de I{M,g) lorsque {M, g) est une variété 
riemannienne compacte C°°, E. Hebey et M. Vaugon [?] ont annoncé cette inégalité sous 
forme de conjecture (cf. conjecture 15. ip . Ils l'ont démontrée dans certains cas (cf. théorème 
15.2p . Dans le chapitre El on démontre qu'elle est vraie dans de nouveaux cas (par contre, 
vu la complexité de la preuve et des arguments utilisés, on n'est pas encore en mesure 
d'adapter la preuve, dans le cas où la métrique est seulement dans iff). 



Chapitre 4 

Calculs techniques sur la courbure 
scalaire 

Dans tout ce chapitre, on suppose que M est une variété compacte de dimension 
^ > 3, (? est une métrique riemannienne C°°, munie de sa connexion riemannienne, notée 
V g. On note par la dérivée covariante V^^ ■ ■ ■ où /? G |1, nj* sont des multi-indices, 
et = i. On note par l'ensemble des entiers naturels entre 1 et n. 

Définition 4.1. Soit {M, g) une variété riemannienne et Wg le tenseur de Weyl associé 
à g. On définit l'entier u au point P par 

c.(P) = inf{|/5|GN/||VX(P)||^0} 

(et si \\V^Wg{P)\\ = pour tout multi-indices [3, alors uj{P) = +oo). 

Pour des raisons de simplicité, on omet P dans a;(P). On a les propriétés suivantes : 

Propriétés 4.1. Soit g une métrique conforme à g. On note û l'entier défini ci-dessus 
associé à la métrique g. Alors 

uj = Cj 

ui est conformément invariant. 

4 4 

Preuve. Si g = (f"-^ g, alors Wg = (p^-^Wg (cf. remarque après la définition 11 ■21) . avec (p 
une fonction C°°, strictement positive. Par conséquent 



Wî<UJ VWg(P) =O^Wî<ù VWg(P) = 



□ 
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4.1 Calculs sur l'intégrale de la courbure scalaire 

Cette section est consacrée au calcul de l'intégrale de la courbure scalaire sur une sphère 
de rayon r assez petit. Ces calculs ont été effectués par T. Aubin [?, ?], que l'on reprendra, 
avec des preuves détaillées. Notons par S{r) la sphère de dimension n — 1 et de rayon r, 
et par da^ l'élément de volume sur S{r). On note par J la valeur moyenne 

L' intégrale de la courbure scalaire que l'on calculera joue un rôle important dans la 
fonctionnelle de Yamabe f l4.10p . On verra que si elle est négative alors la conjecture de 
Hebey-Vaugon 15.11 est démontrée. Mais dans certains cas, elle est positive, ce qui com- 
plique la preuve de la conjecture 15. li Notons qu'on a déjà démontré que l'inégalité large 
suivante est toujours vraie 

f^Gig) < ^^^^..^/"(cardOaP))^/" 

pour tout variété compacte {M, g), de dimension n > 3 (cf. proposition 12.51 page [461 ) . 
même dans le cas où on met h une fonction quelconque à la place de Rg. On constate 
qu'il y a certaines informations contenues dans Rg qu'il faut absolument utiliser pour 
démontrer la conjecture. 

Définition 4.2. Soit P un point fixé de M. On note l~i{P) l'entier naturel, défini comme 
suit : \S/pRg{P) \ = pour tout \f3\ < /i(P) et il existe f3 G tel que \Vf3Rg{P) \ ^ 0. 

Dans un système de coordonnées normales {x*} d'origine P 

Rg{Q) = R + 0{r^'^''^+^) 

où R = r^^^^ X]|/3|=^(p) ^/S-^sl-P)'^^ polynôme homogène de degré fJ^^P), qui repré- 

sente la partie principale de Rg, r = d{P, Q) = \x\ et = y. 

Pour des raisons de simplicité, on omet P dans fi{P). 

Le lemme[52l énoncé dans le chapitre suivant, et le développement limité de la métrique 
donnent : 

Lemme 4.1. On a toujours fi > u, gij = ôij + 0{r'^~^^) et J ^^^^Rgdar = 0{r'^'^~^^) ce qui 
entraîne que /^^.^^ Rdar = lorsque fi < 2u + 2. 

Preuve. Par le développement limité (15.31) (voir le chapitre suivant), g^ = ôij + 0(r'^+^). 
Puisque la courbure scalaire Rg est obtenue, en dérivant deux fois les composantes de la 
métrique, alors Rg = 0(r'^). Ce qui veut dire que la partie principale R est d'ordre fi > u. 
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Intéressons nous à J g^^^^Rgdar, elle est d'ordre 2u + 2. En effet, on a le développement 
suivant 

m=^i \l3\=m 

avec r = d{P,Q) et {r,Ç,^) un système de coordonnées géodésiques. En intégrant cette 
égalité sur la sphère 5'(r), sachant que l'intégrale d'un polynôme homogène de degré 
impair sur la sphère est nulle, on obtient 



/ Rgdar = E n) A™i?g(P)r'" + 0{ 

J S(r) 



pour une certaine constante C(m, n), qui dépend seulement de n et m. Comme les cour- 
bures de la métrique g satisfont le lemme 15^21 pour tout m < u, A^Rg{P) = 0. Donc 

S{r) 

□ 

Soit {x"} un système de coordonnées normal en P et {r, un système de coordonnées 
géodésiques. Le lemme Ï4Â\ entraîne qu'il existe un tenseur symétrique h tel que 

g = S + h 

avec h = 0(r'^+^), alors 

g = S + h= {Saf3 + K(3)dx'^ ® dx^ = dv^ + {sij + hij){rdC) ® (rd^^) 
où (sij) sont les composantes de la métrique standard sur la sphère ^^-i et 

dx°' dx^ 

ii o^,- ?TT7 ct/3) '''ir '''rr ^ 

Remarquons que hij = 0(r'^^^). On peut donc décomposer (hij) de la façon suivante : 

hij = r'^'-%j+r^^''^'^g,, + k, (4.1) 

oii g, g et h sont des 2-tenseurs symétriques définis sur la sphère Sn^i- On choisit 
■i^' r^}i<*<"-i {dr,rd^^}i<i<n-i comme bases locales de l'espace tangent TM et 
cotangent T*M respectivement. Notre but dans le choix de ces bases est d'avoir 

9ij ^ij ~l~ hijj grr 1 et gir 
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et d'éliminer une fois pour toutes le qui apparaît, en passant aux coordonnées géodé- 
siques. Les composantes g''^ de l'inverse de la métrique sont 

où /i*-' = s^'^s^^hik- On fait monter et baisser les indices, en utilisant la métrique {sij), sauf 
pour la métrique g. On note par V la connexion riemannienne sur la sphère, associée à s. 
Par des calculs directs, T. Aubin [?] a montré que : 

Théorème 4.1. 

R = V'^gi^r'^ et 
[ Rdar = [B/2 - C/A - (1 + uj/2yQy^^+^^ + o(r2(-+i)) 

J Sir) 

oùB = JgYy'^Vjgikda, C = ] ^Vy^Vigjkàa et Q = ] ^^_^gijt^àa 
Une preuve détaillée de ce lemme est donnée dans l'appendice Kl 

De plus T. Aubin [?] a montré que 

Théorème 4.2. Si ^>uj + 1 alors il existe une constante C{n,uj) > telle que 
[ Rdar = C{n, uj){-Ag)^+^R{Py^+^ + 0^^+^) 

J Sir) 

{—Ag)'^~^^R{P) est strictement négative et Ig{ue) < "'•"^"^-' u;^^^. 
La fonction Ue est définie plus bas (voir équation (14.8p ). 

On rappellera le schéma de la preuve et on donnera des détails sur ce théorème dans 
l'appendice [Âl 

On considérera à partir de maintenant et jusqu'à la fin de cette section que 
IX — UJ. 

On sait que R est un polynôme homogène de degré c<j, AgR est donc homogène de degré 
UJ — 2 ei 

AeR = r-^{AsR -uj{n + uj- 2)R) 

où est le Laplacien euclidien et est le Laplacien de la sphère Sn-i, muni de la 
métrique s. A^^~^R est homogène de degré uj — 2k + 2 et 

k 

A^i? = r-2(A, - Vkià)A'f^R = r~^'' Y[{As - Upid)R 

p=i 
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avec 

Uk = {uj -2k + 2){n + uj ~2k) (4.2) 

Cette suite d'entiers naturels {i^k){i<k<[uj/2]} est décroissante. Elle est formée de valeurs 
propres du Laplacien sur la sphère Sn-i (il est bien connu que les valeurs propres du 
Laplacien géométrique sont positives et qu'elles forment une suite croissante. Nos valeurs 
z/fc sont prises dans l'ordre opposé). 

Puisque R est homogène de degré un, deux cas se présentent. Soit u est pair, alors A^^^^_R 
est une constante, mais d'après led^me point du lemme lÏÏ^ A^^^'^^R{P) = 0, d'où 

A^^/^^R = 

Soit (jj est impair, alors A^^^'^^R est une forme linéaire. D'après led^me point du lemme lÏÏ^ 

aJ."/'1/?(P) = et VAJ."/'1 i?(P) = 
Finalement A^^^'^'^R = dans tous les cas. 

On a r~'^R G 0^=1 E^^ où E^ l'espace propre associé à la valeur propre z/^., du Laplacien 
As, sur la sphère Sn-i, et où on a noté 

q = mm{k G N/A^i? = 0} 

Si j 7^ k, Ek est bien orthogonal à Ej, pour le produit scalaire dans L^(S'„_i) et le produit 
scalaire sur Hi{Sn-i) définis ci-dessous, puisque si j k et ipk ^ 

^k{<^k, <^j)L^ = i^sVk, Vj)L^ = (V'fc, ^s<-Pj)L^ = ^jiVk, Vj)L^ (4.3) 

Le produit suivant est bien un produit scalaire sur l'ensemble des fonctions dans Hi{Sn-i), 
d'intégrales nulles 

{(pk,(pj)Hi = {V(pk,^^j)L^ = Vk{ipk,^j)L^ = Vj{^k,^j)L^ (4.4) 

De plus, puisque J^^^-^Rdar = (d'après le lemmedH]), il existe des ipk G Ek (fonctions 
propres de A^) telles que 

P = r"A,^(^fc = r-^z/fc(^fc (4.5) 

k=l k=l 

On pose 

= E (^_2)(,, + i-^) [(" - 1)^--^'= + '^^^'-^ 

et Qij g^j bij . 

On note Ra = R lorsque Çij = aij et Rb = R lorsque c/ij = bij. En tenant compte de 
l'expression (14. 5p de R, on établit les relations suivantes : 
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Lemme 4.2. 

q 

\/%. = _ ^ Vj-y^fc, R = Rb = V'^bijr"^, Ra = V'^ai^r'^ = et s'^hj = s'^a.j = 

k=l 

La preuve détaillée est donnée dans l'appendice El 
Regardons les deux cas particuliers suivants : 

Si Qij = ttij. Alors R = Ra = 0, ce qui entraîne que la partie principale de Rg, est de degré 
fi> u + 1. Par le théorème 14.21 

Rdar = / Raàar < 

S{r) J S{r) 



Si Çij = bij. D'après le théorème 14.11 on a 

/ Rdar = [ Rbdar = [B,/2 - C,/A - (1 + u /2fQ,y^'^^^^ + o(r2(-+i)) 

J S{r) J S{r) 

OÙ l'on note par Sj,, Cf, et les intégrales B, C et Q respectivement, définies dans le 
théorème 14.11 lorsque (jij = bij. On peut les calculer en fonction des fonctions propres ipk, 
on trouve : 

n - 1 iyk_ 

Q , n — 2 ^ — n + 1 I q 

Jn — l l. — 1 ^ ^ On- 



k=i 

Bb = -{n - l)Qb + ^i^k V^fcda 

k=l -^"-1 

Cb = -(n - l)Qb + y^^kl vlàa 

ïl — Z I q 

k=l -^"-i 

Dans le calcul de ces expressions on a utilisé plusieurs fois l'identité V*6îj = — X]fc=i VjV^fc 
et la formule de Stokes (les calculs détaillés sont donnés dans l'appendice lÂl). 
Dans le cas général (i.e. = aij + bij), on obtient le lemme suivant : 

Lemme 4.3. Si fj. = uj et çjij = aij + bij, alors 

[ Rdar = [ Ra + Rbdar + o{r^^''+'^)<[Bb/2-Cb/A-il + uj/2YQby^''+'^+oir^^''+'^) 

J Sir) J Sir) 

q r. 

Bb/2 - Cb/A - (1 + uj/2fQb = J2uJ iflda 

k=l -^"-i 

avec 

f n-3 {n-lf + {n-l){u + 2f \ 

4(n-2)K-n + l) ^ ^'"'^ 

les nombres réels Uk sont obtenus à partir des expressions Qb, Bb et Cb ci-dessus (voir 
l'appendice [Â] pour une preuve détaillée de ce lemme). 
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4.2 Généralisation d'un théorème de T. Aubin 

Dans son article sur le problème de Yamabe, T. Aubin [?] a démontré que s'il existe un 
point Pq E M tel que uj{Pq) = (voir la définition 14.11 ). alors il existe une fonction ip^ 
telle que 



n(n — 2) 



2/n 



(cf lemme [ÏÏTTll . 

Le but de cette section est de généraliser ce résultat pour tout lu < (n — 6)/2. 
Soit Us et deux fonctions définies par : 

^,(g) = (i-r-+V(OK(Q) (4.7) 



n-2 
2 



us{Q) = \[-^^) -[¥T7^) ^'Q^MS) (4.8) 

[ si g G M - Bp{ô) 

pour tout Q G M, où r = d{Q, P) est la distance entre P et Q. (r, sont les coordonnées 
géodésiques de Q au voisinage de P et Bp{ô) est une boule géodésique de centre P, de 
rayon S, fixé suffisamment petit. / est une fonction qui dépend seulement de ^ telle que 
^ fda = et le choix précis sera décidé plus tard. 

Soit 

"S/e £a 



Il{e)= l ——^dteill = \imll{e) 

a\ I (l + t2)a a Ci\ J 

alors /^""H^^) = logÊ:"^+0(l). Si 2a-b > 1 alors I^{e) = /^+0(£:2"-b-i) et par intégration 
par parties, on établit les relations suivantes : 

= J^-2 = ^1^-2 = 2a-6-3 Ajn - 2)/^^ ^ 

" 2a- 6-1" 2a-2 2a - 2 (/--2)(n-2)/n ^'^-^^ 

Rappelons que la fonctionnelle de Yamabe Ig (cf. (13. 2p page [47]) est définie, pour tout 
G Hi{M), par 

^.W =(^jV,^|M^ + |j^|^^P,^Mt;)||^||^^ (4.10) 

où = 2n/ {n — 2) et Vg est le gradient de la métrique g. 
Voici donc le résultat principal de ce chapitre : 

Théorème 4.3. Soit {M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n. Pour 
tout P G M, siuj{P) < {n — Q)/2, alors il existe f G C°°{Sn~i), d'intégrale moyenne nulle 
et e > telles que 

( \ ^ T ( ^ / ^(^ - 2) 2/n 

où (fs est définie par (j4.7l) . 
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Remarque L'hypothèse "eu est fini" affirme que la variété {M, g) n'est pas conformé- 
ment diff'éomorphe à {Sn,gcan)- 

Preuve. Soit P G M. On écrit u au lieu de uj{P). Si /i > a; + 1 alors l'inégalité est vraie 
par le théorème I4.2[ On peut donc supposer que jj, = u jusqu'à la fin de la preuve. On 
commence par calculer la première intégrale dans la fonctionnelle (14.10p . avec il) = ips et 
f inconnue pour l'instant, en utilisant la formule 



On trouve : 



(4.12) 



Jm Jm Jo Js„-i 

f uy+^'^+^dr [ |V/|M(T (4.11) 
Jo Js„-i 

Le changement de variable t = r/e donne 

/ \V,^,\'dv = {n- 2) Wi/r'(^) + ! |V/pdaer+i(e)+ 

j fàa[{u -n + 4)2/2-+-+5(£) + 2(u; + 2)(cu - n + 4) + + 2)2/2-+"+i(£)] 

Pour la seconde intégrale qui contient la courbure scalaire i?^, on a 

/ Rgifldv = I Rgulàv -2 I fulRgr^'+^àv + I fu^Rgr^^^+^dv 
Jm Jm Jm Jm 

= / r-'-~'Rgdaj:^',-^\e)- (4.13) 

J S{r) 

2e^'^+^ll^_+"+\e)uJn-i [ r-'^fRdar + «(e""') 

J S{r) 

OÙ LU est l'ordre de la partie principale R (voir définition 14.21) . La fonction / est définie 
sur Sn-i- Sans aucune difficulté, on peut la redéfinir sur S{r), pour tout r > 0, en posant 
f{^/r), où ,^ G S{r). On garde la même notation pour cette redéfinition de /. 
On calcule d'abord le développement limité de Hv^elljv^, on a : 

V^f (Q) = [1 - iVr-+V(0 + ^^^~^^ r^^^V^(0 + 0(r^-+^)]«f 



Js, 



n-l 
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En utilisant le fait que L fdcr = 0, on conclut que 

yei\N 

Jo 
alors 

_ (AT - l)£2(-+2) /" j2^^j2..+n+3/^^^_^jn-l)| ^ (4.14) 

Par f l4.12p . f l4.13p . f l4.14p et les relations (14.9p . on trouve que (les détails de ces calculs 
sont dans l'appendice lÂl) : 

Si n > 2ct; + 6 alors : 



1 4(n-l) J s^r) ' 2{n-l)JsJ, J si, 

n{n - 2f -{uj + 2)2(^2 + n + 2) 
{n - ï){n - 2) 

Si ri = 2^7 + 6 alors 



5n-l J 



(n-2)a;„_i7 ^-2^.-2 dj. 

S{r) 



X , r-''^-^i?„d(T, - / fRàa+ 

4(n-l) J s(r) ' 2{n-l)JsJ, 



f I V/|Ma + + 2f I fàa\ + 0{e^^+^) 

J Sn-l J Sn-1 ) 



On considère maintenant la fonctionnelle Is, définie sur la sphère Sn-i^ pour les fonctions 
dans ifi(S'n-i), d'intégrale moyenne nulle, par 

Is{f) = I 4(n - l){n - 2)1 V/|2 - [An{n - 2f - A{uj + 2f{n^ + n + 2)]f+ 

•J Sn-l 

- 2{n - 2ffMa 
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Alors si n > 2^; + 6 

Igm) = Z ^„-l + 



4 "-^ 4(n- l)(n-2)(/;^-i)2/^ 

{{n-2fl r-^-~^Rgàar + Is{f)} + o{e^-+') (4.15) 

^ 5(r) 



5(r) 

et si 77, = 2^7 + 6 

r/ N n[n-Z 2/n , t^„_i-'„_2 ^ iog^ 



4(n- l)(n-2)(/;^-i)2/^ 

{{n-2fl r-^--^Rgàa,. + Is{f)] + 0{e^^+^) (4.16) 



Remarquons que s\ k ^ j alors /^(v^fc + V^j) = Isifk) + ^sifj)- En effet, (^fc et sont 
orthogonales pour le produit scalaire sur ifi(5'„_i). D'oii 



-^k I V'fcdcr 

J S'n — ^ 



{n-2Y 



avec 

4 = 4[(n - l){n - 2)z/fc - n{n - 2f + (eu + 2)^(^2 + n + 2)] (4.17) 

- 2)2 , , 

et Ck = ^ , ' (4.18) 

Ici on choisit les de sorte que Is{ck^k^k) soit minimal. En utilisant fl4.2l) . on peut vérifier 
aisément que les 4 sont strictement positifs pour tout 1 < k < u/2. 
Maintenant, On pose 

<? 

f = ^CkTyk^k (4.19) 

1 

Il est clair que / ainsi définie est d'intégrale nulle sur Sn-i- C'est bien la définition de / 
qu'on utilisera dans la suite de la preuve. Par l'orthogonalité des fonctions 9?^, on trouve 
que 



1 "fc J 5„-i 



et par le lemme [473l on trouve l'inégalité suivante 

(n - 2f [ r-'--'R,àa, + hU) < J^^Mn - 2f - ^^^^z^D / vlàa + o(l) 

J S(r) , "A; J 
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Le lemme ci-dessous énoncé, assure que le membre de droite de cette dernière inégalité 
est strictement négatif. En utilisant les inégalités (14.15p . (14.161) . on en déduit que Igife) < 

n{n-2) 2/n r-, 
4 

Lemme 4.4. Pour tout k < q < [uj/2], l'inégalité suivante est toujours vraie 

u, - ^--f^^l < 

"A; 

Preuve. On rappelle l'expression des z/^ donnée dans (14.21) : 

= [uj - 2k + 2){n + uj - 2k) 

Pour tout k G 11,^^/2], on définit les nombres (f/^) par 

Ui. in — 2\^ 
Uk := {uk-n + l)dk{in - 2)^ - ^ , ^ v^) 

ctk 

On remarque que l'expression de Uk est polynomiale, décroissante en z/^ quand Uk > 0. 
Uk = P{i^k), où P est le polynôme défini par 

P{x) = [{n-l){n-2)x-n{n-2)'^ + {uj + 2f{n'^ + n + 2)]x 

[{n - 3)(x -n + 1) - {n-lf - {n- l){u + 2)^] - {n - 2)^(x^ - (n - l)x) 

Le polynôme dérivé est 

P\x) = -2{n - 2)x - 2n{n - 2)^ + 2(n^ - 3n - 2){uj + 2f 
Par hypothèse uj + 2 < {n — 2)/2, donc P est décroissant sur M+. Ce qui entraîne que 

Uk = P{yk) < P{yu/2) = 

pour tout 1 < A; < ct;/2. Il est facile de vérifier que est strictement négatif et donc 
Uk < U^/2 < 0. □ 
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Chapitre 5 



Autour de la conjecture de 
Hebey-Vaugon 

Dans la section [3. 111 on a étudié le problème de Yamabe équivariant, considéré par E. He- 
bey et M. Vaugon [?], lorsque la métrique n'est pas nécessairement C°°. On a démontré 
que la condition suffisante pour résoudre ce problème est que la conjecture 15.11 soit vraie 
(cf. théorème 13.8p . Malheureusement, on ne peut pas donner une preuve de cette conjec- 
ture, lorsque g G H2{M,T*M T*M). En effet, la courbure scalaire appartient à L^, et 
plusieurs arguments utilisés dans le cas C°° ne sont plus valables dans ce cas. 

Dans tout ce chapitre, on suppose que M est une variété compacte C°°, de dimension 
n> S, g est une métrique riemannienne C°°, munie de sa connexion riemannienne, notée 
Vg. On note par I{M,g), C{M,g) le groupe d'isométries et le groupe des transformations 
conformes respectivement (voir la définition dans la section [2.2. 11) . Soit G un sous groupe 
du groupe d'isométries I{M,g). 

Ce chapitre utilise beaucoup de résultats déjà démontrés dans le chapitre précédent. 

5.1 La conjecture de Hebey-Vaugon 

Conjecture 5.1 (E. Hebey et M. Vaugon [?]). Soit G un sous groupe d'isométries de 
I{M,g). Si {M, g) n'est pas conformément dijféomorphe à {Sn,gcan) ou bien si G n'a pas 
de point fixe, alors l'inégalité stricte suivante a toujours lieu 

inf J{g') < n{n - l)^^/"( inf cardOG(Q))^/" (5.1) 

Remarques 

- Cette conjecture est la généralisation de la conjecture de T. Aubin [3?T] pour le problème 
de Yamabe, qui correspond à G = {id}. Dans ce cas, la conjecture est complètement 
prouvée. Elle est prouvée aussi dans le cas où la métrique satisfait l'hypothèse (iï), 
définie dans la section [3^2] (voir théorème 13.5p . 
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- Cette inégalité est triviale si inf^/gj^jc J{g') est négatif. 

- Si pour tout Q G M, caidOciQ) = +00, alors la conjecture est vérifiée trivialement. 

Rappelons que la partie principale de la courbure scalaire R est définie dans la section [4?T] 
(voir définition 14.2p . 

Les résultats principaux de ce chapitre sont 

Théorème 5.1. La conjecture 15. il est vraie, s'il existe un point P d'orbite minimale 
(finie) pour lequel uj{P) < 15, ou si au voisinage de P, degR > uj{P) + 1 

Corollaire 5.1. La conjecture \5.1\ est vraie si M est de dimension n G [3,37]. 

Preuve. Supposons que P est un point d'orbite minimale (finie) sous G (sinon la conjec- 
ture est trivialement vérifiée). 

Si u!{P) > (n — 6)/2, on conclut par le troisième point du théorème 15.21 ci-dessous. 

Si uj{P) < [{n — 6)/2] < 15, on conclut par le théorème 15.11 □ 

5.2 Les travaux de Hebey-Vaugon 

E. Hebey et M. Vaugon [?] ont prouvé la conjecture 15.11 dans les cas suivants : 

Théorème 5.2. Soit {M, g) une variété riemannienne compacte, de dimension n > 3 et 
G un sous groupe d'isométries du groupe I{M,g). On a toujours : 

inf J{g') < n{n - l).;^/"( inf cardOa(Q))^/" 

g'e[g]G Q&M 

et r inégalité stricte (15.11) est au moins vérifiée dans chacun des cas suivants : 

1. G opère librement su M 

2. 3< dimM < 11 

3. Il existe un point P d'orbite minimale (finie) sous G, pour lequel soit uj{P) > {n — 
6)/2 soituj{P) G {0,1,2}. 

Idées de la preuve. On s'intéresse à la démonstration du point [3] du théorème ci-dessus 
(c'est le cas qui manque dans le théorème 14.31) . Les hypothèses sont : 

1. cardOG(P) < +00. 

2. Il existe P G M tel que cardOG(-P) = infgeAf cardOG(Q)- 

3. uj> [^] ^ V/3 G |1, nf/i < [{n - 6)/2], V^Wg{P) = 0. 

Notons k = caidOciP), le cardinal de l'orbite Og{P) = {Pi, l < i < k}^ où l'on a posé 
Pi = P. La troisième hypothèse implique que pour tout l < i < k, uj{Pi) > [^^], puisque 
le tenseur de Weyl est invariant sous l'action du groupe d'isométries I{M,g). 
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Par les travaux de J.M. Lee et T. Parker [?], on sait qu'on peut trouver un système de 
coordonnées et une métrique conforme g' tels que g' satisfait : 

det{g') = 1 + ©(r™) pour tout m > 1 (5.2) 

(cf. section [321 ou [?] pour l'existence). Dans le cas équivariant, on ne peut pas considérer 
n'importe quelle métrique dans la classe conforme [g], cependant E. Hebey et M. Vaugon 
ont démontré que dans chaque classe [g]^ on peut trouver au moins une métrique qui 
satisfait (15.21) . En utilisant les champs de Jacobi, ils ont obtenu le développement limité 
de la métrique g suivant : 

Lemme 5.1. 

9ij{Q) — ^ij + ^ ] C'mVp3...p^_2-Rip^P2i(-P)'^^^ ■ ■ ■3;^'" 

a;+4<ni<2a;+5 

+ C'a; Vp3...j,2^+4-RîpiP2i(-^)'^'' ' ' ' ^ 

n 

~^ ^U) ^ ] (^P3 --PL;+2-^ipiP2g(-^)) (^PL;+5-- P2L;+4-^jPu;+3Pt^+4l?(-^))-^^ ■ ■ ■ + +0(r ) 

9=1 pj 

(5.3) 

pour tout Q au voisinage de P , où {a;'} sont les coordonnées locales de Q. C^j, C'^ et Cm 
sont des nombres réels, qui dépendent de u et m respectivement. Ces nombres sont donnés 
explicitement dans /?/. 

Ce développement est le point crucial dans la preuve du lemme suivant : 

Lemme 5.2. Dans chaque classe [g]'^ , des métriques conformes C— invariantes, on peut 
trouver une métrique g' qui satisfait 

1. àet{g') = l + 0(r™), m> 1 

2. < uj, V^R'j,iJP) = 

3. pour tout (3 G |1, raj* tel que i <2uj + 1 

VpR'iP) = d/^R'iP), VpRzc'iP) = dfsRtc'iP), VpRg.{P) = dpRg^P) 

4. Vj < LU ^iRg'{P) = et VA'^^Rg^iP) = 

où R' , Rie' et Rg' sont le tenseur de courbure de Riemann, le tenseur de Ricci et la 
courbure scalaire de g' respectivement. 
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Remarque Dans leur article [?], E. Hebey et M. Vaugon ont noté par SympTp le syme- 
trisé du tenseur T, et par C(2, 2) l'application de contraction des indices deux à deux pour 
les tenseurs symétrique. A titre d'exemple C{2,2)Tij = J^i'^Hi {C{2,2)Tijk)i = J^i'^m ^t 
C{2,2)Tijki = montré que pour tout P G 11,""-!* tel que i < 2uj + 1 

C{2,2){SymfsVf,Rg{P))=0 

ce qui est équivalent au point [4] du lemme ci-dessus. 

L'invariance G— conforme de ficio) et de u (cf. propriétés 14.11 13.81) nous permettent de 
considérer n'importe quelle métrique, G— invariante dans la classe [g]'^ (cf. définition 12.21 
page SOI). Sans perte de généralités, on suppose que la métrique g et les courbures associées 
à g, satisfont le lemme 15^21 Soit G p. la fonction de Green du Laplacien conforme Lg au 
point Pi (voir la section [3751 pour l'existence). En utilisant les points [T] et S] du lemme [5^ 
on montre que le développement limité de la fonction G p. au voisinage de Pj est 

GpA^) = -, — — ^(1 + è V^p(^)) + 

[n - 2)^„_ir. ^ 

oii Ti = d{Pi,x) et les ipp sont des polynômes homogènes de degré p qui s'annulent si 
l<p< [{n-2)/2]. 

4 

Considérons la métrique g = Gp~^g. Gp est C°° sur M — {P} et la variété (M — {P},g) 
est asymptotiquement plate d'ordre |. Les coordonnées asymptotiques sont 2;* = et 
p = \z\, où {x*} est un système de coordonnées normal en P. La masse m{g) est bien définie 
positive car t = f > Soit G = Yl^=i ™e fonction G°°, G— invariante, définie sur 
M — Og{P)- La fonction test utilisée par E. Hebey et M. Vaugon pour démontrer la 
conjecture est w^, définie comme suit : 



Wi 



n-2 
2 



Grr'i^—;] sir,<5 
— -) sir, ><5 



+ 

k 
1=1 

Si ô est suffisamment petit, alors les fonctions Wi^e et Ws sont bien définies sur M. Il est clair 
que la fonction We est G— invariante. Après calculs, E. Hebey et M. Vaugon obtiennent 
l'inégalité suivante : 

E{w,) < ^:^^^^^a;2/n^2/n||^^||-^2 _ c,{m{g) + {n - 2)K)e''-^ + e^-''0{5) + 0{e^-^) 
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où Cl et K deux constantes positives. Alors m{g) + (n — 2)K > 0, et on peut choisir ô et 
e suffisamment petits tels que Ig{w^) < "^^"^'^^ uh!~^k^l^ . Par conséquent 

□ 



5.3 Preuve du théorème principal 

En tenant compte des remarques de la section 15.11 (cf. page [771) du théorème 15.21 on 
considère seulement le cas où infggM cardOG(Q) est fini, strictement positif (i.e. fJ,G{g) > 
0) et < (n - 6)/2 . Alors il existe P G M tel que 

Og(P) = {P^}l<^<m, m = cardCaiP) = inf cardOG(g) et Pi = P 

Un élément très important, dans la démonstration du théorème principal 15. 11 est le choix 
des fonctions test dans la fonctionnelle Ig. Les fonctions test précédemment utilisées par 
T. Aubin et R. Schoen (voir la preuve du théorème 13. 5p ne fonctionnent pas ici, comme 
cela avait été remarqué par E. Hebey et M. Vaugon [?]. Les "bonnes" fonctions test 
seront construites de la manière suivante, en modifiant les fonctions test de T. Aubin : on 
construit une fonction test G— invariante, à partir des fonctions ipe,i, définie de la même 
façon que ipe (voir section [421 1. dont on rappelle la définition. P est un point d'orbite 
minimale. Pour tout Q € M 



(^,,,(Q) = (l-rr7^(Q)K.(Q) (5.4) 

{ n-2 TC-2 
siQ e M - BpX5) 

où Tj = d{Q,Pi) est la distance entre Pj et Q. Pour la simplicité : P = Pi, r = ri, 
ife = "^£,1, / = /i et Me^i = Bp{ô) est une boule géodésique de centre P, de rayon ô, 
fixé suffisamment petit. Les fi sont définies de la façon suivante : Soit expp. l'application 
exponentielle, définie de B{ô), la boule euclidienne centrée en et de rayon ô, dans Pp. (5). 
Pour tout Q G Bp^{ô), on pose 

m) = cr--V^P(p,)(exp^i Q, ■ ■ ■ , expp.^ Q) (5.6) 

où a; = w{P) et V^P(P) est la a;— ème dérivée covariante de Rg au point P, c'est un 
tenseur lu fois covariant. Dans le système de coordonnées géodésiques {r, ^■'}, centré en 
P, induit par l'application expp, / s'écrit : 
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9 

/ = cr~'^R = c^Vk^k 

k=l 

OÙ R, ipk et z/fc sont définis dans la section [4T] (page[66|). La fonction / est définie sur la 
sphère Sn-i- Le choix de la constante c est très important dans le lemme suivant. 

Lemme 5.3. Supposons que oj < {n — 6)/2. Si u E |3, 15] ou si degR > u; + 1 alors il 
existe c G M telle que, pour la fonction (fs correspondante, on a : 

< ]n{n - (5.7) 



Remarque 

1. Dans le chapitre précédent, on a démontré que l'inégalité de ce lemme est vérifiée, 
pour tout uj < (n — 6)/2, pour une fonction test (p,. (voir théorème l4.3l) . On remarque 
que la seule différence entre les définitions de (p^ et est dans la construction des 
fonctions / et /. En effet, / est définie à l'aide d'une constante globale c et / à l'aide 
des constantes Ck qui changent avec les fonctions propres pk- On verra dans la preuve 
du théorème 15.11 qu'à partir de ps, on peut construire une fonction G— invariante 
qui possède les "bonnes" propriétés, cette chose n'est pas possible avec les fonctions 

2. Pour uj = IQ et n suffisamment grand, on peut vérifier qu'il n'existe pas une valeur 
de c pour laquelle l'inégalité 05.71) est vraie. 

Preuve. 1. Si deg^ > a; + 1, alors d'après le théorème 14.21 

T I \ '^{^ - 2) 2/n 

oli Me^i = Ue cst définie par (15.51) . Il suffit donc de prendre c = et = Ug. 



2. Si degi? = UJ. D'après les estimées données dans la preuve du théorème 14.31 (voir page 
[74l ). il suffit de montrer qu'il existe c G R telle que 

Is{f) + {n-2f[ r-2--2^^da, < (5.8) 

J S{r) 

Cherchons donc cette constante c. On garde les notations de la preuve du théorème 14.31 
On a 

" r 

Isif) = ^sicukPk) = {4c' - 2(n - 2fc}ul / plda 

k=l •^"-1 

et / r~^'^~^ Rgdar = 2^ Uk / V^^da 

J S{r) f^^^ J Sn-i 
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Pour montrer l'inégalité 15.81 il suffit de montrer que 



Vfc<g<k/2] ^^;^c'-(^-2)c+(^-2)||<0 (5.9) 



On a donc un trinôme du second degré en c, son discriminant est 

A, = (n-2) 



-.2 df^Uk 



D'après le lemme [131 > pour tout k < q < [uj/2]. Par conséquent, le trinôme 
ci-dessus admet deux racines, notées Xk < yu et données par 

_ {n-2f -{n-2)^k _ [n - 2f + [n - 2)^/^^ 

ûk dk 

L'inégalité f l5.9p est vérifiée si et seulement si 



Ç]]xk,yk[^0 (5.10) 



k=l 

Le lemme est donc démontré, si l'intersection ci-dessus n'est pas vide dans les cas énoncés. 
Puisque {dk)k est décroissante, il est facile de vérifier que 

VA;<j<[|] Xk<yj (5.11) 

(voir équations (14.21) . (14.171) . pour la définition de Vk et dk). On vérifie aussi que < 
(voir équation (14.60 ). cela entraîne que si u est pair alors Xu)/2 < 0. 

i. Si u; = 3 alors k = q = 1, l'intersection ci-dessus est donc non vide. Il suffit de prendre 
c={xi + y2)/2. 

n. Si tu = 4 alors k G {1,2}, X2 < (car U2 < 0) et < a;i < î/2- L'intersection 

]xi,yi[n]x2,y2[^ 0- Ce qui entraîne l'inégalité (15.7p . 
m. Si = 5 alors k G {1,2}. Par des calculs directs, on montre que X2 < yi (voir les 

détails dans l'appendice iBÎl. Puisque y2 > xi, l'intersection des deux intervalles n'est 

pas vide. 

iv. Si u = 6 alors k G {1,2,3} et il est immédiat de voir que X3 < (car U3 < 0), 
1/3 > X2 > et 1/3 > Xi > 0. Par des calculs directs, on montre que X2 < yi (voir les 
détails dans l'appendice iBl). Ce qui entraîne que l'intersection 

3 



f]]xk,yk[ (5.12) 



k=l 



est non vide. 
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iv. Si eu = 7 alors k G {1, 2, 3}. Il y a trois intervalles. Par des calculs directs, on montre 
que pour tout S > j > k > 1, i/k > Xj (voir appendice [B]) . Puisque yj > Xk pour tout 
3 > j > > 1 (voir inégalité (15.111) ). l'intersection des trois intervalles n'est donc pas 
vide. 

- En se servant du logiciel "Maple", on montre que le lemme reste vrai jusqu'à a; = 15 
(voir appendice [B] pour plus de détails). 

□ 

Fin de la preuve du théorème I5.il Sans perte de généralités, on suppose que 3 < 
< (n — 6)/2, car si u > {n — 6)/2 ou si eu < 2, il suffit d'appliquer le théorème 
I5.2[ L'orbite de P sous l'action de G est supposée être de cardinal fini et minimal (i.e. 
cardOG(-P) = inf^g^ cardOG'(Q))- À partir de la fonction (^e, définie au début de la section 
on définit la fonction (J)^ comme suit : 



k=l 



est G— invariante. En effet, pour tout cr G G, si o"(Pj) = Pj alors 



U£,i = Ue,j ° cr 



d'après la définition de fi, donnée par fl5.6p . fi = fj o a et donc 

Le support de la fonction (p^ est inclus dans la boule Bp{5). On choisit 5 suffisamment 
petit tel que pour tout i G |2,m], l'intersection Bp{5) fl Bp.{5) = 0. Donc 

E{<p,) = (cardOG(P))^((Pe) et = (cardOG(P)) ||^.|| 

alors 

= (cardOG(P))'/"/3(<^e) 



Par le lemme 15731 on en déduit que 

IM) < (cardOG(P))^/" 

Il nous reste à remarquer que si ^ = (pt^^^ '^^ g alors 

îi — 1 

cette relation est déjà établie dans la preuve des propriétés 13.81 ( voir page[62|). On conclut 
que 

JCg) < n{n - l)c.^/_'\(cardOG(P))^/" 
où e est choisi suffisamment petit par rapport à ô. □ 



Annexe A 

Détails des calculs (Chapitre 31) 



Preuve du théorème 14.1 



On reprend les notations et les définitions de la section I4.1[ Voici l'énoncé du théorème 
que l'on démontre dans cette section : 

Théorème A.l. 

R = V^^'^ij-r" et 
Ràar = [5/2 - C/4 - (1 + cu/2)2Q]r2("+^) + «(r^^^+i)) 

S(r) 

oùB = J^yJ^g^'^Vjgikda, C = J^Vj^^'^Vi^^^da et Q = J ^^_^gijg'^da 

Preuve. Soit donc {x"} un système de coordonnées normal en P. {r, un système de 
coordonnées géodésiques. On a vu que la métrique se décompose de la façon suivante : 

g = S + h= {ôcf3 + ha/3)dx°' O dx^ = dr^ + {sij + hij){rdC) ® (rd^^) 

où (sij) sont les composantes de la métrique standard sur la sphère Sn-i et 

dx" dx^ 

"-«i ~ r.^, hai3, and hir = h„ = 

et que = 0(r'^+^). On a aussi décomposé h de la façon suivante 

h^J = r'^^^j + r'("+')^., + (A.l) 

oii g, g et h sont des 2-tenseurs symétriques définis sur la sphère Sn-i- On choisit 
■f^' r^}i<*<"-i {dr,rd^^}i<i<n-i comme bases locales de l'espace tangent TM et 
cotangent T*M respectivement. Alors 

9ij ^ij ~l~ hijj g-rr 1 et gir 
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Les composantes g^^ de l'inverse de la métrique sont 

= s'^ - h'^ + 0(r2^+^), g" = 1 et c/*" = 

où h^^ = s'^'^s^^hik- On fait monter et baisser les indices, en utilisant la métrique {sij), sauf 
pour la métrique g. A partir de maintenant, on omet 0(r^'^"'"^) qui apparaît dans l'expres- 
sion de g"^^ ci-dessus, car nos calculs sont à o{r^'^~^^) près. On note par V la connexion 
riemannienne sur la sphère, associée à s. V la connexion associée à la métrique euclidienne 
£ dans le corepère {dr,rd^^}, alors 

Vj = -Vi et Vr = dr 
r 

et di = jdi. Dans le système de coordonnées detg = 1 + 0{r"^), et dans le sys- 

tème {r, ^*}, det g = r^*^""^) det s + 0(r'"), avec m suffisamment grand. D'où tr log(((5f + 
s^^hij)) = 1. Par le développement limité 

(log((5f + s^'hi,)))': = s^%, - ^s'^'^s^^hmjha + o(r2-+4) 

en tenant compte de la décomposition (lA.f [ ). on trouve que g, g et h doivent satisfaire les 
relations suivantes 

s'^g,, = 0, g'' g,, = 2s'^g,, et / s'^kjdcxr = o{r^^+^) 

J 5(r) 

La première relation vient du fait que le terme d'ordre u + 2 dans le développement de 
tr log((5f + s^^hij)) est s^^gijv'^^'^ qui doit être nul. Le terme d'ordre 2a; + 4 est {s'^-'gij — 
l/2g^^gij)r'^'^^'^ qui doit être également nul. Dans s^^hij, il y a des termes d'ordre entre uj+3 
et 2^; + 3 qui doivent être nuls, les termes d'ordre supérieur à 2c<j + 5 sont négligeables. 
Soient Ff^ et Ff^ les Christoffels de la métrique g et de la métrique euclidienne £ = 
dr"^ _l_ r'^Sijd^^'d^^ respectivement. On sait que les 

sont les composantes d'un certain tenseur C, défini sur la sphère S'„_i, données par 

= Ig'^'i^Ai + ^ihpj - ^phji), C]i = -^drh.i et = ^g'^^drk,, (A.2) 

et C^j. = C^j = 0. Ici les indices latins varient entre 1 et n — 1 et les indices grecs varient 
entre 1 et n. Dans le système de coordonnées {x"}, gap = àap + /ia/3, les composantes du 
tenseur de Ricci de la métrique g sont 

Rap = d^Tlp - dfsTl^^ + Tlf^V^p - FÇ^ 
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D'après la définition du tenseur C et le fait que les Christoff'els de la métrique euclidienne 
sont identiquement nuls, on obtient l'expression suivante : 

T. Aubin [?] montre que cette expression de Ricci est encore valable si g = go + h, où go 
est une métrique riemannienne quelconque (pas nécessairement la métrique euclidienne 

Dans le système de coordonnées {r, ^*}, l'expression du tenseur C ci-dessus devient : 

En utilisant la définition du tenseur C , on en déduit l'expression suivante des composantes 
du tenseur de Ricci : 

Rji = —-dlhji + VmC^ — -^g^'^drhmpdrhji + -drhijdrhkig''^ + Cli^Cji — C'ji^Cii (A. 3) 

Rrr = —drC^^ — C^I^C^^ (A. 4) 

Si h = 0(r'^+^) alors Rg = 0(r'^). De plus, on peut calculer R la partie principale de Rg. 
Pour cela, on doit se focaliser uniquement sur les termes d'ordre u dans l'expression de 
Rg = RrT + g^^Rji- Tous les termes de Rg sont négligeables par rapport à r"^, sauf à priori 
les deux termes suivants : 

1 r? — 1 1 

-^g'^drrh.i + -^drh^i) = -^i^ + 2)(^ + n)s^'g,ir'^ + o(r-) = o{r^) 

Finalement ce terme également est négligeable par rapport à r"^. Il ne fera pas partie des 
termes de R. Le second candidat est 

g''VmCJl = is^' - h^')V^[is"'P - h'^n^ih.p] + o(r'^) 
car g^^Wphji = o(r'^). Donc g^^WmCfi = s^^s'^'pW ^ig^pV"^ + o(r'^). On conclut que 

R = V^%pr- (A.5) 
La première formule du théorème lA.ll est démontrée. Par le lemme [4?n on sait que 

J Sir) 

On cherche les termes d'ordre 2a; + 2 de cette intégrale. En utilisant l'expression (IA.3I ) 
des composantes de Rji, on a : 

/Rgdar = / Rrr + g^''Rjiàar 
S{r) J S{r) 
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Ici encore, on doit se focaliser uniquement sur les termes d'ordre 2uj + 2, d'intégrales 
non nulles. On doit examiner sept intégrales, six correspondent aux termes de Rji et une 
à Rrr- Les calculs suivants sont à o(r^'^+^) près. On a g^^ = s*-' — h''^ à o{r^'^~^^) près. 
Comme ^ s'^^hijda = o(r^'^+^), on n'aura pas à se soucier des termes qui proviennent 

de hij. En se servant des relations s^^cjij = et g^''gji = 2s^^gji, on trouve que l'intégrale 
correspondant aux premiers termes de Rji donne : 



2 



J S{r) 2 



OÙ Q = Jg^_^g^^g,ida 

et que l'intégrale correspondant au troisième terme de Rji est 



S{r) 



L'intégrale correspondant au quatrième terme de Rji devient 

S{r) 2 

La dernière intégrale qui donne des termes du type Qr'^'^'^^ est 

/ Rrrdar = - [ drC^ ' C^^C-^da,, = -t±^Qr'''^+'^ + o(r2-+2) 

J S{r) J Sir) 4 

OÙ C^^ et sont définis par l'expression (1A.2I ). 

En utilisant la formule de Stokes (intégration par parties) et le fait que les intégrales de 
type 

/ s^^s"'^^V^jhpidar= f V„j/i™M(T, = 

J S{r) J S{r) 

sont nulles (ce sont des intégrales de la divergence d'un champ de vecteur), l'intégrale 
correspondant au second terme de Rji, se calcule de la façon suivante : 



J 5(r) J S{r) 

' [- s^'g'^^'Vmm - 9''s"'^Vmfgpi + y^s^^Vmpgji 

J S(r) ^ 



S(r) 

s^'Vmr^'^mdar + o(r2-+2) 
2 



DÉTAILS DES CALCULS 89 
où l'on a posé 

B= f VY^'^fg^kàa et C = f V'g^'^ViQ.kda (A.6) 

J Sn—l ^ Sn~l 

En utilisant s^^Çij = 0, et la définition des Cj^, on a 
L'intégrale correspondant au cinquième terme Rji vérifie donc 

J S(r) 



et est négligeable devant r^'^+^, H nous reste à calculer l'intégrale correspondant au sixième 
terme Rji. 



J Sir) 



S{r) ' 4 J 5.(^) 



^4 2' ^ ' 



Finalement 



/ iî^da, = (5/2-C/4- (l + cu/2)2Q)r2-+2 + o(r2-+2) (A.7) 

J S{r) 

□ 



Preuve du lemme 14.2 



Rappelons l'énoncé de ce lemme : 
Lemme A.l. 

9 



= - ^ Vj^fc, R = Rb = V'^bijr'^, Ra = V'^aijr"^ = et s'^kj = é^a.j = 



k=l 



Preuve. Les bij sont définis comme suit : 



1 i 
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En contractant par V* 



V^&., = E (^_2)(A, + l-n) '^^ " l)s-V^,V.^, + A,V,y.,] (A. 



D'après la définition du tenseur de courbure de Riemann (voir section [TU]), on a 
avec 

Rlijm ^Ij^im ^Im^ij} Rimj ^m^ij ^j^mi (^■'^) 

qui sont les composantes du tenseur de courbure de Riemann de la sphère Sn-i muni de 
la métrique standard s. Ici les ipk sont des fonctions propres du Laplacien sur la sphère 
(il ne faut pas les confondre avec les composantes d'un tenseur une fois covariant). 

D'après les propriétés 11.11 on en déduit que 

Puisque Ay^fc = -s^V^iV^fc, 

s'^^S/^jV.^k = -^j^^k + in- 2)\/j(fik = -(Afc -n + 2)Vj(fik 
qu'on substitue dans l'équation (1A.8I ). On trouve 

fc=i 

La première formule est démontrée. Pour la seconde, il suffit de calculer 

9 9 



k=l k=l 

d'après l'expression 14.51 qui définit R. D'autre part, d'après le théorème 14.11 

R = V'^Qi^r'^ = V'^a^^r^ + V'^bi^r'' 
On en conclut que V^^aij = 0. 

Les deux dernières identités se déduisent aisément de la relation s^^Çij = et de la 
définition des bij. □ 
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Preuve du lemme 14.3 



Rappelons d'abord la définition des intégrales Qb, Bb et Cb : 

Qb= [ hjb'^da, Bb= f V'V^V jhkàa et a = f V'V^Vihjkàa 
On commence par démontrer les formules suivantes (voir équations (14.11) . (14. ID et (14. ID ) : 

Qb= J h.u^da = ^ è )r^^ / vl^^ 

5. = -in 



k=l '^"-1 

Cb = -{n - l)Qb + V Afc / iflàa 

k=l 



oii les bij sont donnés par 



9 



% = XI (^_2)(Afc + l-n) " + Afc</'fc%] (A.ll) 

k=l 

Concernant l'intégrale Qb, par une intégration par parties et le fait que s^^bij = (voir 
lemme ET]), on obtient 

J,J'^'>^' - ± („-2)(a!h-1-.) L. - <" - 

D'après (lA.lOp (rappelons que Aipk = Xkfk), l'égalité ([Â| est démontrée. 
Montrons la formule (El). Par définition 



R = / VV'VAkda = - / V's'WiAkda 



Sn — 1 5*77, _ 



On permute les dérivées covariantes dans Vijbik, ensuite on utilise (lA.lOp . pour avoir 



s''Vijbik = s''{Vjibik - R^^b^k - RTijbim) = - 5^ V.k^i + {n- l)bjk (A.12) 



1=1 



on a utilisé f lA.9l) et le fait que s^^bij = 0. En reprenant la dernière expression de Bb, on 
en déduit que 

Bb = -{n - l)Qb -J2 V,6^'^Vfc</^ida = -{n- l)Qb + V^pV^v^zdcr 

1 = 1 •S'n-l 1 = 1 p=l J Sn-\ 
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Sachant que {^i}i<i<q est une famille de fonctions orthogonales pour le produit scalaire 
dans et celui de Hi{Sn-i) (voir équations (14.31) . (14.41) . page [69]), l'égalité (E]) est dé- 
montrée. Pour montrer l'égalité (jÂl), on établit d'abord l'identité suivante : 

Vibjk = Vjhk + -^^^{S/'^hj^Sik - V"6i„Sjfc) (A.13) 



En effet, en utilisant (lÂTul) . (lAloD et ŒM . on obtient 



9 



1 



Alors 



o Sn — 1 ^ Sn — 1 



Si on substitue ( lA.lOI) et ([Âj) dans la dernière égalité, on trouve l'expression ( lÂll . 
Rappelons l'énoncé du lemme [43l : 

Lemme A. 2. Si jj, = uo et (jij = aij + bij, alors 



/ Rdar= I i?a + i?bda, + o(r2(-+i)) < [56/2-C5/4-(l + c^/2)2Qfe 

J S{r) J Sir) 

- a/4 - (1 + uj/2fQi, = 5^ Mfe / ^làa 

k=l -^"-i 

avec 

_fn-3 {n-l)^ + {n-l){u + 2f\ 
~ V4(n-2) 4(n-2)(z/fe-n + l) J 

Preuve. D'après le lemme [421 (démontré ci-dessus) : 

r-^R = V^^g-- = \/^^bij et V'^aij = s'^aij = s'^hj = (A. 14) 

Montrons que Q = Qa + Qb, B = + Bf, et C = Ca + Cb. 

Q= {a'^ + b'^){aij + bij)da = Qa + Qb + 2 a'^hjàa 

^ Sn—1 ^ Sn—1 
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On a 

.. ^ 1 

k=l 

En intégrant sur Sn-i l'expression ci-dessus et en utilisant les relations lA. 141 on en déduit 
que 

/ a'-^bijda = et que Q = + Qb (A. 15) 

J Sn-l 

Par un raisonnement analogue au précédent, montrons que B = Ba + B^. D'après la 
définition de B (voir lA.Gll . on a 

B = I VXa^' + fe^')V,(a,fc + 6,fc)d(T = 5„ + 5, + 2 /" VV'=V,6ifcda 

^ Sn—l ^ Sn~l 

Par une intégration par parties, on obtient 

B = B^ + Bh-2 I a^'^VWjbikda 

J Sn-l 

En utilisant l'identité (IA.12I 1. écrite sous la forme suivante 

g 

V'Vjbik = - VjkVi + {n- l)bjk 
1=1 

et les relations (IA.14I1 . (IA.15I) . on en conclut que 

/ a^'^V'V jbikda = et B = B^ + B^ (A.16) 
La dernière formule à établir est C = Ca + C^. Or, d'après la définition de C (voir (1A.6P ). 

C = I V*(a^'= + V^)Vi{a,k + b,k)àcj = C„ + - 2 /" a^^W^b^^àa 

J Sn-\ J Sn-l 

D'après l'identité (lÂlâll 

1 " 

= Wjbik — — ^{VkjVi + Xm-Sjk) 



1=1 



Ici on a juste utilisé l'expression ( lA.lOp et le fait que ^ipi = Xipi. En contractant cette 
expression de V'Vibjk avec a^^, en utilisant (IA.16I1 et les relations (IA.14I1 . on en conclut 
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que Jgtt^^V'Vibjkda = OetC = Ca + Cb 
D'après le théorème 14.11 



/ Rdar = [B/2 - C/4 - (1 + cu/2)2g]r2("+^) + o(r 

J S{r) 

et par ce qu'on vient de prouver, on en déduit que 



Rdar = Ra + RbdcTr + o{r'^'^+^) 

S{r) J S{r) 

Comme V^^aij = 0, Ra = 0, l'ordre de la partie Ra est donc supérieur à u + 1. D'après le 
théorème 14.21 f ^^^^Radar < 0. D'où l'inégalité du lemme. □ 



Détails des calculs du théorème 4.3 



On commence par rappeller les définitions données dans la section 14. 1[ 



alors 



En effet, si 2a — 6 > 1, 



l'a - l'aie) 



l'aie) 



rje) 



2\a 



dt et r = \imr(e) 



Il + 0(£2»-''-i) si 2a - 6 > 1 
log£-i + 0(l) si6 = 2a-l 



-dt < 



'6/e i^+t'Y 

Si 6 = 2a — 1 alors pour e suffisamment petit 



+ 00 

&/e 



t^-^^dt < 



(2a - 1 - 6) (52^-^-1 



r2a-l 



e) < 



1 ^2a-l 



-dt + 



5/e ^ 



-dt 



Par des intégrations par parties, on établit les relations suivantes : 



^ - 1 _jh-2 _ ^ - 1 Th-2 _ 2a - 6 - 3 



2a - 6 - 1 2a - 2 



Tb-Z 



2a -2 



A{n - 2)/r^ 

1-1' ^Jn-2^(n-2)/n 



n 



(A.17) 



(A.18) 



(A.19) 



Soit une fonction test définie dans (14.71) (voir page[7I|). On calcule Ig{ipe). En utilisant 
l'inégalité (a - > a^ - pa^-'^b pour < 6 < a, on a /3 > 2, < a < (n - 2)(/? - 1) - n 



/ r"u^dv = uJn-i j r 



/ r"+"-iM^(r)dr = cu„_iJ("^+"2y/3'/2^""^"'''^"~'^^' + «(e""') (A.20) 
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Ce type d'intégrales apparaît plusieurs fois dans les calculs suivants, il permet de négliger 
le terme constant dans l'expression de m^, définie dans (14.7p . lorsque l'on choisit ô suffi- 
samment petit et e plus petit que ô. On commence par calculer HVy^Ep (la définition de 
(Pe est donnée dans la section [5^31) . D'après la formule 

on a l'équation (14.111) suivante : 



\\/gipe\Mv= [ \VgU,\Mv+ [ [9,(r("+2)M,)]V-Mr [ fda+ 

Jm Jo JSn-1 



M 



Sn- 



On exprime les intégrales ci-dessus, en utilisant les intégrales définies plus haut. On 
effectue le changement de variable t = r/e. Ce qui donne les expressions suivantes 

/ \WgU,\^àv = - 2fuJn-ilT^ + 0(£"-2) et 

J M 

•J Sn-\ 



,^ [a.(r-+V)]V Mr JjMa=\\ffJ^ ^(^^ + ^2)n/2 ' ) ^ 

= [{ij-n + 4)2/^'^+"+^ (e) + 2(cu + 2)(u; - n + 4)/^-+"+3(^) 
+ (eu + 2)2/^+"+i(£)l||/|| + o(£2-+^) 



Si on regroupe ensemble ces trois intégrales, on obtient (j4.12l) : 



/^da[(^-n + 4)^Jf+"+^(e) 

Sn-l 



+ 2{LU + 2){uj-n + 4)C+"+^(£) + (^ + 2)^Zf +"+^(£)]| (A.21) 

Pour avoir (14.141) (page [73]), il suffit d'écrire le développement limité de ipf et ensuite 
utiliser l'égalité (lÂ^ . 
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Il nous reste seulement à calculer Rgip^dv. La fonction / est définie sur la sphère Sn-i- 
On sait qu'on peut la définir sur S{r) pour tout r > en posant f{^/r) si ^ G S{r). On 
garde la même notation pour la fonction ainsi redéfinie. D'après le lemme [4?Tl on sait que 
I s{r)^^^'^^^^9^'^ = 0(1), on en déduit, en effectuant le changement de variable t = r/e, 
que 



M 



'+4, , 






/ r 




/ 5(r) 




-l/5(r)' 


log 





R da/r^o"+' + o(£2"+^) si n > 2cu + 6 



.r-'^^-'^Rgda + 0{e^'^+^) si n = 2a; + 6 



S{r)' 

D'autre part R = R + o{r^^) avec fi> uj (cf. lemme [4?Ti l. d'où 

/ fulRgr^+^àv = e'^+^+^I^^^^''+\e)uJn-i [ r^^^fiORda + 0(5"+^+^) 

Jm j S{r) 

■^^+^+4j^+M+n+i^^_ J^^^^-;.^.^^^^^^ + o(e^+'^+4) sin-6>cj + /i 
^^+A.+4 ioge-icj„_i/^(^,j'~'^/(Oiîda + 0(e^+'^+^) sin-6 = u; + /i 
Sin>a; + /x + 6 alors 



Af Jm Jm Jm 

= e'-^'u^., [ r-'-'Rgda&^'- (A.23) 

J S{r) 

J S{r) 

Si n = 2lj + 6 et fi = ùj alors 



/" Rgvldv = e'-^Hoge-'u^.,{ [ r'^^-' Rgda - 2 ] r'^ f{i)Rda{i)} + 0{e'^''') 

Jm j S(r) J 5(r) 

(A.24) 

Rappelons que 



DÉTAILS DES CALCULS 



97 



Maintenant, on a tout les ingrédients nécessaires pour donner l'expression détaillée de 
Igife)- On l'obtient, en combinant flX2Ïll . flX22D . (IX23jl et (IX24ll et le lemme O] ci- 



dessous. On en conclut que si > 2ti; + 6 alors 

4(n -1)7 Sir) 2(n - 1) Js^_, Js^_, 

n{n - 2)2 -{uj + 2)2(n2 + n + 2 
(n- l)(n-2) 

si n = 2u; + 6 alors 



J Sn-l ) 



\ 4(n-i) ^ 2(n-i)y5j/^^ 

I V/I'da + (.7 + 2)2 /" /^daj + 0(£2-+4) 

Sn — 1 ^ Sn — 1 ) 

Lemme A. 3. On a les relations suivantes pour tout n> 2uj + Q : 
{uo-n + 4)2/2-+"+5 + 2(cu + 2)(c^ - n + 4)/2-+"+3 + (eu + 2)2/2-+«+i 

(N IV. o^2 e-^'^^^4"^^ _ n(n-2)2-(^ + 2)2(n2 + n + 2) ^„,^,,^, 

Si n = 2uj + 6 alors 



{N - l)(n - 2)2 - " = (c. + 2)2 loge-i + 0(1) 



n 

Ces relations apparaissent dans l'expression de Ig{(ps), comme étant le coefficient du terme 

Preuve. Si n = 2cu + 6 alors j2^+"+3(e) = j2..+n+3 ^ o(£"-2), j2'^+"+i(e) = j2'^+"+i + 
0(£""2) et /2'^+"+^(£:) = loge"^ + 0(1) (cf. équation (1A.18I) ) ; la deuxième expression du 
lemme est démontrée. 

Maintenant, on suppose que n > 2a; + 6. En utilisant les relations ( 1A.19I) . on trouve 

7-2w+n+5 ^ (2uj+n+A)(2u+n+2) jn+2w+l r2c<;+n+3 ^ (2a; + U + 2){n — 2uj — Q) n+2uj+l 

4(n-l)(„-2) 'n-2 4(n - 1 ) (n - 2) "~2 

T2ui+n+l _ (ra-2a;-4)(n-2a;-6) Tn+2uj+\ jn+l _ jn-l 
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Il suffit de montrer que le polynôme P2, défini pour tout eu G N par 

P2{uJ + 2) = {uJ-n+Af{2uJ+n+A){2uJ+n + 2) + 2{uJ + 2){uJ-n+4:){2uj + n + 2){n-2uJ-6) 
+ {00 + 2f{n - 2cj - 4)(n - 2cj - 6) - n{n + 2){2uj + n + 2){n - 2uj - 6) 

est de degré 2 et est égal à 

P2{uj + 2) = 4(cu + 2f{n'^ + n + 2)- 4:n{n - 2f 

En effet, on vérifie aisément que les termes de degré 4 se simplifient et que P2{—X) = 
P2{X), alors P2 est pair de degré 2. On en déduit que P2{X) = anX^ + bn, où 6„ = ^(O) = 
-4n(n - 2)2 et a„ = P^'(O) /2 = 4(^2 + n + 2) □ 



Théorème 4.2 



Dans son article [?], T. Aubin démontre le résultat suivant : 

Théorème A. 2. Si fi > uj + 1 alors il existe une constante C{n,uj) > telle que 

Ràar = C{n,uj){-Ag)^+^R{Py^-^^ + o{r^^+^) 

S{r) 



i(n-2) 2/ 



OU 



-Ag)'^^^R{P) est strictement négative et Igiug) < 
à est définie dans la section ïST^ (voir équation (14.81) j. 



Tout d'abord, remarquons que si f g^^,^Rdar < 0, d'après ce qui a été fait à la section [531 
il suffit de prendre / = pour que = Mg. L'inégalité 

n{n-2) 2/n 

hV^e) < ^ ^„-l 

est une conséquence immédiate des inégalités (14.151) . (14.16p . 

Il suffit de montrer que {—Ag)'^~^^R{P) < 0. Pour cela, T. Aubin donne un schéma assez 
détaillé de la preuve. Le cas u; = 1 ou 2 sont des conséquences des travaux de E. Hebey et 
M. Vaugon [?]. Le cas eu = 3 est fait par L. Zhang (communication privée). La méthode 
de T. Aubin marche pour u quelconque. Notons par SymT le symétrisé du tenseur T par 
rapport à tout ses indices, et par C(2,2) l'application de contraction des indices deux à 
deux (voir la remarque de la section [5^ pour des exemples). On pose 

A = C (2,2) SymVaRpijg'^pRpg B = C(2,2)SymV aRpijq^ j^i^ pRqk 
C = C(2, 2)SymV^Ri^VpRjp Z = C(2, 2)SymV^Rpkig 

Rijki, Rij sont les composantes du tenseur de courbure de Riemann et de Ricci. Tout 
les calculs sont faits au point P, qu'on omettra dans les expressions pour des raisons de 
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simplicité. Les indices grecs sont des multi-indices de longueur eu (i.e. = \a\ — co), si 
ils contiennent un tilde, alors ils deviennent de longueur uj — 2 (i.e. = |â| = uj — 2). 
Les indices latins sont de longueur 1. Un indice ou multi-indice noté deux fois, il y a 
sommation sur cet indice, sur les autres indices on considère toutes les permutations, afin 
d'avoir le symétrisé. Par des calculs combinatoires et les identités de Blanchi, on a le 
résultat suivant : 

2{u; + 2yC{2, 2)SymV^pkiR + C{u)I = 

avec 

/ = Z + 2(0, + i)HA + C) + + i)B et CM = (-^ + + + 2)! 

On sait qu'il existe une constante > telle que (— A)'^+^iî = KC{2,2,)SymV apkiR- 
Pour démontrer le théorème, il suffit de montrer que / > 0. Pour cela T. Aubin considère 
de nouveaux termes et de types de contractions qui lui permettent d'écrire / comme 
somme de ces termes qui vérifient certaines relations et inégalités entre eux (ces relations 
sont obtenues par des contractions, en utilisant les identités de Blanchi). Grâce à ces 
nouvelles relations, il en déduit la positivité de /. 
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Annexe B 

Détails des calculs (Chapitre El) 



Lemme 15.3 

On a vu que la preuve du lemme est ramenée à prouver que 







k=l 



OU 



{n-2Y - {n-2)y/Â'k 
dk 



Vk 



{n - 2Y + {n - 2),/Âk 
dk 



(B.l) 



dkUk^ 



et Afe = {{n-2y~^} 



D'après le lemme > pour tout k < q < [uj/2]. Puisque {dk)k est décroissante, il 
est facile de vérifier que 



Wk<j< 



Xk < Vj 



(B.2) 



(voir équations (14.2p . (I4.17p pour la définition de z/^ et dk). On vérifie aussi que < 
(voir équations (14.61) ). cela entraîne que si u est pair alors < 0. 

Le cas a; = 5 

D'après les remarques ci-dessus, il suffit de montrer que X2 < yi- Ce qui revient à montrer 
que 

{n - 2){d2 - di) + + d2^/X'i > Q 

Dans ce cas 

z/i = 5(n + 3), î^2 = 3(n + l) 

di = 4(4n2 + 53^2 + lOn + 128), ^2 = 4:{2n^ + A7n^ + 42n + 104) 

U2 _ - 4:9n + 36 
1^ ~ 8(n-2)(n + 2) 
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Après une décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle — — par rapport 
à n, on établit que 



A, 



(n-2f-^^ = ^n^ + ^n- 

^2^2 à 6 

2, 29,2 

>3(^ + ¥) 



1076 2842 
+ 



1104 4601 

+ 



3 9(n-2) n + 2 9(n + 1) 



D'où 



{n - 2){d2 - di) + diy/A^ > -8{n - 2){n^ + - 16n + 12) 



+ 4(4n'' + 53n^ + 10n+128)^/-(n+y) >0 



29, 



Le cas u; = 6 

On doit encore montrer que X2 < yi- En effet l'intersection avec l'intervalle ]x3,y3[ n'est 
pas vide car xs < 0, ya > X2 et 1/3 > xi. Il suffit donc de montrer que 

{n - 2){d2 - di) + dl^/Â^ + d2^/Â'i > 

Dans ce cas 

z/i = 6(n + 4), z/2 = 4(n + 2) 
di = 4(571^ + 7471^ + 176) , c^2 = 4(3n^ + 64n^ + 44n + 144) 
U2 _ - 31n + 18 
V2 ~ 6(n-2)(n + 3) 

On répète les mêmes calculs que dans le cas précédent. On établit que 



,2 d2U2 1 2 7 892 512 1008 202 
A2 = (n — 2) _ „ . - . 



+ 



V2V2 2 3 3 3(n-2) ' n + 2 n + 3 
1/ 7,2 
>2^^+3) 



D'où 



(n - 2){d2 - di) + VÂ2 > -8(n - 2){n^ + hn^ - 22n + 16) 



7 

+ 2V2(5n^ + 7471^ + 176) (n + -) > 
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Le cas u; = 7 

Par contre dans ce cas, on doit vérifier que l'intersection 

3 
k=l 

est non vide. On a déjà les inégalités suivantes : ys > X2 > 0, ys > xi > et y2 > xi. Il 
suffit de montrer que yi > Xs, yi > X2 et y2 > x^, ce qui est équivalent à montrer que 

VI < i < i < 3 (n - 2){dj - di) + di^/Kj + dj^Âi > 
On reprend les mêmes calculs. 



z/i = 7(n + 5), i/2 = 5(n + 3), = 3{n + 1) 
di = 4(6n^ + 99n^ - 14n + 232), ^2 = 4(4n''^ + 85/1^ + 42n + 192) 
d-i = 4(2n^ + 79/1^ + 74n + 168) 
U2 _ 3n^ - 75n + 32 «3 _ - 81n + 68 
^ ~ 16(n-2)(n + 4)' ^ ~ 8(n-2)(n + 2) 



A2 = (n-2)^-^^ = ^n^ + ^n + 

2, 25,2 



1413 3572 



51333 2862 

+ 



5 n + 4 25(n + 3) 25(n - 2) 



^,2 dsus 20 9 2708 11951 
[n — 2) = -n -n + 



U3 Us 7 



14 

9. 



135809 1755 

+ ^777 TT + 



21 3(n + 6) 49(n + 5) 49(n - 2) 



On montre que les inégalités suivantes sont strictes. 



(n - 2){d2 - di) + dl^/A^ > -8{n - 2){n^ + 7n^ - 28n + 20) 



2 25 
+ 4W-(6n^ + 99n2-14n + 232)(n+— ) >0 



(n - 2) (4 - di) + di^/Âs > -8{n - 2){2n^ - lOrî^ - 44n + 32) 



+ 4^/ ^ {6n^ + 99n^ - Un + 232) (n - ^) > 
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{n - 2) (4 - d2) + d2\/Â'3 > -8(n - 2)(n^ + Sri^ - 16n + 12) 

f2 



+ 4-^/^(471^ + 85n^ + 42n + 192)(n- ^) > 



Le cas 8 < a; < 15 

Â partir de 8 jusqu'à 15, on utilise le logiciel Maple pour faire la décomposition en éléments 
simples de la fraction rationnelle A^. On obtient la forme suivante : 



Afe = akU^ + bkTi + dk + 



En utilisant encore ce logiciel, on montre que 



+ 



fk 



n — 2 — n + 1 



oîi les coefficients a^, bk, dk et fk sont donnés explicitement en fonction de a;, n et k. 
Ensuite, on vérifie que pour tout i < j 



{n - 2){dj - di) + di^/Kj + dj^/Ki > {n - 2){dj - di) 



+ diy/â~{n + p-) + dj^/cL'i{n + ^) > 



2a,- 



2a,: 



D'après ce qui a été dit dans le cas 7 ci-dessus, l'inégalité du lemme est démontrée. 



